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　　摘 　要 : 　本文提出一种新的 X2CT截断投影数据图像重建方法. 本文的方法是从采集到的 X2CT有限角截断投影

数据中提取用于重建图像的特征信息 ,并用这些特征信息构造截断奇异函数 ,再由这些截断奇异函数的线性泛函来重

构 X2CT图像 ,达到消除 X2CT有限角投影数据图像重建中的截断伪影之目的. 实际和模拟结果都表明这种方法效果高

于现有方法.
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Abstract : 　In this paper ,we present a new method on X2CT image reconstruction from finite angle projections data. In this way ,

firstly characteristic parameters are extracted from X2CT finite angle project data ,then some truncated singularity functions are con2
structed using those characteristic parameter ,and finally X2CT images are reconstructed by those truncated singularity functions. Thus

non truncated artifacts X2CT image from finite angle project data can be gained. Experimental and simulated results show that this

method gives much better reconstructed image than available methods.
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1 　引言
　　计算机析层成像 (CT) 已广泛地应用于医学成像、地震探

测、材料非损伤检测等各种领域. CT成像效果常常依赖于采

集 CT投影数据条件与理想条件的差距. 例如 ,投影数据和旋

转角的采样. 在工业应用中 ,常常遇见被 CT检查对像的尺寸

比 CT扫描系统检测器的宽度大得多 ,只能用有限角投影数

据重建图像. 这种有限角投影数据用现有方法重建的图像总

有伪影[1 ] . 旋转角只能分布在 <1～<2 之间 ,不能均匀分布于

(0 ,π) . 虽然 ,在 <1～<2 之间可以分割成足够多的角度 ,投影数

据也可以采样成足够多的值 ,用于投影图像重建. 但这样构成

的图像重建方程组往往是严重病态的和欠定的 ,不满足 X2CT

投影数据重建图像的完备性条件 [1 ] ,得到的图像有严重伪影.

完全投影和有限角在 <1～<2 的截断投影数据集对应的频域

分布如图 1 (a) 和 (b) 所示. 目前国内外解决截断投影成像中

伪影问题主要且较有效的方法是最大熵和最小交叉熵多目标

优化迭代重建方法 [2 ,3 ] .

　　本文从分析图像截断伪影形成的数学本质开始 ,从 CT

截断投影数据中提取的特征信息 ,重建缺损投影数据 ,最后重

建 CT图像 ,达到消除截断伪影 ,准确重建图像之目的. 这个是

当前国际 CT成像领域中是所没有的 ,先进的 ,可望在精度和

速度方面比现有的方法有重大突破. 本文第二部分介绍奇异

谱分析理论 ;第三部分介绍从 CT截断投影中 ,用奇异谱分析

法重建缺损频谱 ;第四部分介绍CT截断投影图像重建算法

图 1 　投影数据示意图
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实现及讨论. 第五部分结论.

2 　数学模型

　　根据奇异谱分析理论有以下结论 :

第一、对于任意一维离散函数 ,可用奇异空间{ Wk ( i) }中

的线性泛函表示[4 ] . 即 :

对于任一离散函数 g ( j) ,其中 j = 0 ,1 , ⋯, N - 1 ,能够找

到 N 个系数 ak , k = 0 ,1 , ⋯, N - 1 ,使得下式成立 :

g ( j) = ∑
N - 1

k =0

akwk ( j) , 　j ∈{ 0 ,1 , ⋯, N - 1} (1)

其中 , wk ( j) =
0 , 　0 Φ j < k

1 , 　k Φ j < N

ak 为 wk ( j) 的加权系数. 可以证明[4 ] ,它可表示为 :

ak =
g ( k) ,

g ( k) - g ( k - 1) ,
　

k = 0 ;

k = 1 ,2 , ⋯, N - 1

由于信号存在结构冗余 , ak 多数为零.

第二、(信号奇异谱分析定理) :任何一个离散函数 g ( j)

的频谱函数 G( u) 都可以表示为奇异谱空间{ Wk ( u) | k , u 为

整数}中的线性泛函[4 ] .

G( u) = ∑
N - 1

k =0

akWk ( u) , 　u ∈{ 0 ,1 , ⋯, N - 1} (2)

其中 , Wk ( u) = F[ wk ( j) ] , G( u) = F[ g ( j) ] , F[·]为傅里叶变

换算子. 若信号中仅有 Q 个奇异点 (在 ak , k = 0 ,1 , ⋯, N - 1

中仅有 Q 个不为 0) ,则信号的谱函数 G( u) 可由{ Wk ( u) | k =

0 ,1 , ⋯, N - 1}中对应的 Q 个奇异谱函数的线性泛函表示. 即

G( u) = ∑
Q

i =1

abiWbi ( u) , 　abi ≠0 (2)

其中 Wbi ( u) 是以 bi 位置为奇异点的奇异谱函数 , abi是 Wbi

( u) 的权系数. 所以 ,获得信号的奇异点及其奇异谱分析加权

系数就等价于获取信号的频谱数据.

3 　模型参数的求取

　　根据投影定理 , X2CT投影数据 py′( x′) 与 g ( x , y) 的频谱

G(ω, <) 之间存在以下关系 :

G(ω, <) =∫
∞

- ∞
py′( x′) e - jωx′dx′ (4)

对于有限角范围投影数据集 ,可以由投影定理获得有限角范

围内的 CT截断频谱 (简称为有限角截断频谱) ,如图 1 ( b) 所

示. 即 , X2CT有限角截断投影图像重建问题可以转变为有限

角截断频谱的图像重建问题.

对于有限角截断频谱的图像重建问题 ,由于信号能量损

失严重 ,小波系数误差太大 ,故不能用类似磁共振截断频谱图

像重建方法的思路 ,用小波变换方法预选信号的奇异点 [5 ,6 ] .

为此 ,根据奇异谱分析理论 ,运用层析法筛选信号的奇异点 ,

确定奇异谱分析的加权系数.

311 　层析法测定奇异点

一般 ,对于非截断频谱重建的信号来说 ,确定奇异点和奇

异强度是非常容易的事.

首先 ,分析截断频谱对检测奇异点和奇异点强度的影响.

设 g ( j) 是长度为 N 的数字信号 ,仅有的 Q 个奇异点为{ b0 ,

b1 , ⋯, bQ - 1} ,由公式 (1) 可以推知其差分信号 D ( j) = g ( j) -

g ( j - 1) 可以表示为 :

d ( j) = ∑
Q- 1

i =0

abiδ( j - bi) , 　j = 0 ,1 , ⋯, N - 1 ,

其中 , δ( j - bi) =
1 , 　j = bi

0 , 　j ≠bi

(5)

当且仅当 j = b0 , b1 , ⋯, bQ - 1时 , d ( j) ≠0. 对式 (5) 两边取傅里

叶变换得 :

D ( u) = ∑
Q- 1

i =0

abi F[δ( j - bi) ] , 　u = 0 ,1 , ⋯, N - 1

其中 D ( u) = F[ d ( j) ]. 用频域矩形函数 Ru1 - u2
( u) :

Ru1 - u2
( u) =

1 , 　u1 Φ u < u2

0 , 　u < u1 或 u Ε u2

取 D ( u) 的截断频谱 Du
1

- u
2

( u) :

Du
1

- u
2

= D ( u) Ru
1

- u
2

( u) (6)

对截断频谱 Du
1

- u
2

( u) 取傅里叶逆变换得 :

F - 1 [ Du
1

- u
2

( u) ] = F - 1 [ D ( u) Ru
1

- u
2

( u) ]

du
1

- u
2

( j) = F - 1 [ Du
1

- u
2

( u) ] , ru
1

- u
2

( j) = F - 1 [ Ru
1

- u
2

( u) ]

可以证明 ru
1

- u
2

( j) 是一个随着绝对值 | j| 的增大而正弦振荡

衰减函数 . 则由卷积定理得 :

du
1

- u
2

( j) = d ( j) 3 ru
1

- u
2

( j)

把式 (2) 代入上式得 :

du
1

- u
2

( j) = ∑
Q- 1

i =0

abiδ( j - bi) 3 ru
1

- u
2

( j)

由卷积的筛选性质 ,上式变为 :

du1 - u2
( j) = ∑

Q- 1

i =0

abiru1 - u2
( j - bi) , j = 0 ,1 , ⋯, N - 1 (7)

由式 (7) 知 ,截断频谱重建信号的差分可以表示为 Q 个正弦

振荡衰减函数 ab
i
ru

1
- u

2
( j - bi ) 的迭加. 当 j | { b0 , b1 , ⋯,

bQ - 1}时 , 因各个 ab
i
ru

1
- u

2
( j - bi ) 的影响 , 使得不能确保

du1 - u2
( j) = 0. 当 j ∈{ b0 , b1 , ⋯, bQ - 1}时 ,小奇异强度的奇异

点被大奇异强度的奇异点的振荡余波所淹没 ,也不能保证

du
1

- u
2

( j) ≠0. 故常规差分检测奇异点方法陷入困境. 所幸的

是 ,最大奇异强度的奇异点往往是{ | du
1

- u
2

(0) | , | du
1

- u
2

(1)

| , ⋯, | du
1

- u
2

( N - 1) | }中的取最大值的点. 另一方面 ,最大奇

异强度的奇异点对应的正弦振荡衰减函数 对其余奇异检测

的干扰最强. 为此 ,本文提出找到最大奇异强度的奇异点 ,便

从含截断伪影的差分信号 中 ,从大到小的顺序检测奇异点 ,

即层析法检测奇异点算法如下 :

第一步 ,初始化. 置奇异点集 A 为空. 奇异点集元素个数

计数器 Q 归零.

第二步 ,找出最大值点 bi , a = max{ | du
1

- u
2

(0) | , | du
1

- u
2

(1) | , ⋯, | du
1

- u
2

( N - 1) | } ;如果 bi | A ,则 bi 加入到奇异点

集 A 中 ,并且计数器 Q 加 1.

第二步 ,估算 bi 的奇异强度 　ab
i
= [ N/ ( u2 - u1) ] a
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第三步 ,从 du
1

- u
2

( j) 减法正弦振荡衰减信号 ab
1

ru
1

- u
2

( j

- bi) ,即

du
1

- u
2

( j) = du
1

- u
2

( j) - ab
i
ru

1
- u

2
( j - bi) , j = 0 ,1 , ⋯, N - 1.

第四步 ,如果 a > T(预先给定的阀值 ,一般取初始 du
1

- u
2

( j) 最大值的 110 %) ,则转回到第二步.

第五步 ,输出奇异点集 A 及奇异点个数计数器值 Q.

第六步 ,结束.

312 　加权系数确定

设信号 g ( k) , k = 0 , 1 , ⋯, N - 1 的频谱为 G( u) , u = -

N/ 2 , - N/ 2 + 1 , ⋯, N/ 2 - 1 ,由层析法测得的信号的奇异点

为 bi , i = 1 ,2 , ⋯, Q. 由奇异谱分析定理知 ,信号 g ( k) , k = 0 ,

1 , ⋯, N - 1 的 Fourier 系数为

G( u) = ∑
Q

i =1

ybiŴbi ( u)

其中 ybi为待定权系数. 对于已知的 u1 , u1 + 1 , ⋯, u2 - 1 各频

率分量可以构成方程组 :

yb1 Ŵb1 ( u1) + yb2 Ŵb2 ( u1) + ⋯+ ybQŴbQ ( u1) = G( u1)

yb1 Ŵb1 ( u1 + 1) + yb2 Ŵb2 ( u1 + 1) + ⋯+ ybQŴbQ ( u1 + 1) = G( u1 + 1)

⋯

yb1 Ŵb1 ( u2 - 1) + yb2 Ŵb2 ( u2 - 1) + ⋯+ ybQŴbQ ( u2 - 1) = G( u2 - 1)

(8)

记 y = { yb1 , yb2 , ⋯, ybQ} T 为 Q 维权矢量 ,式 (8) 的矩阵形式

为 :

Ŵ·y = G (9)

其中 G = { G( u1) , G( u1) , ⋯, G( u2) } T 为 u2 - u1 维截断频谱

矢量 , Ŵ 为 ( u2 - u1) ×Q 阶矩阵 :

Ŵ =

Ŵb1 ( u1) Ŵb2 ( u1) ⋯ ŴbQ ( u1)

Ŵb1 ( u1 + 1) Ŵb2 ( u1 + 1) ⋯ ŴbQ ( u1 + 1)

… … ω …

Ŵb1 ( u2 - 1) Ŵb2 ( u2 - 1) ⋯ ŴbQ ( u2 - 1)

显然 ,在奇异点测定正确的前提下 ,方程组 (9) 相容 ,并且 : A、

当 u2 - u1 Ε Q 时 ,可以证明 Ŵ 的秩为 Q ,按线性方程组解的

性质可得唯一解 ,高频频谱得到准确恢复 ; B 、当 u2 - u1 < Q

时 ,可以证明 Ŵ 的秩为 u2 - u1 ,按线性方程组解的性质可得

唯一伪逆解 ,高频频谱得到最佳恢复.

313 　X2CT有限角截断投影数据奇异谱分析图像重建算法

第一步 ,根据投影定理 ,把原始有限角截断投影数据转变

为有限角截断频谱数据 ,如图 1 ( b) 所示.

第二步 ,按列计算截断频率 (参见图 2) :

u1 = N/ 2 3 tg< , u2 = - N/ 2 3 tg <

第三步 ,对第 u1～N/ 2 和 u2～ - N/ 2 各行进行 FOURIER

反变换.

第四步 ,从 0 到 N - 1 列分别执行 :

(1) 运用层析法检测奇异点.

(2) 频建立诸奇异点对应的奇异谱函数的线性泛函 ,并由

原始截断频谱数据确定其中的加权系数.

第五步 ,通过奇异谱分析算出高频分量 :

G( u) = ∑
Q

i =1

ybiŴbi ( u) , u ∈{ - N/ 2 , - N/ 2 + 1 , ⋯, N/ 2 - 1}

第六步 ,用 FOURIER 变换方法重建信号.

4 　实现及讨论

　　X2CT有限角截断投影数据奇异谱分析图像重建算法简

称奇异谱分析法. 这种重建算法的测试是在一台 586/ 133 的

微机上进行的 . 为了充分认识奇异谱分析成像方法的效果 ,用

对有噪声的、无噪声的 ,实际的和模拟的 X2CT有限角截断投

影数据进行了成像算法测试 ,并把重建的图像和滤波反投影

重建的图像进行如下比较.

411 　计算机模拟有限角投影数据成像的图像比较

无噪声情况 :图 3 ( a) 是 128 ×128 个象素的无噪声标准图

像. 图 3 ( b) 和 ( c) 是图 3 ( a) 的有限角 (27°2153°) 投影数据分别

用滤波反投影和奇异谱分析方法重建的图像. 把图 3 ( b) 、( c)

分别和图 3 ( a) 比较得 ,图 3 ( b) 比图 3 ( c) 有多得多的伪影 ,这

说明奇异谱成像法能完全消除截断伪影 ,由表 1 知奇异谱成

像法的保真指标比滤波反投影高出三个数量级 .

有噪声情况 :图 4 ( a) 是 128 ×128 个象素的含 5 %噪声标

准图像. 图 4 ( b) 和 ( c) 是图 4 ( a) 的有限角 (27°2153°) 投影数据

分别用滤波反投影和奇异谱分析方法重建的图像. 把图 4

( b) 、( c) 分别和图 4 ( a) 比较得 ,图 4 ( b) 比图 4 ( c) 有多得多的

伪影. 由表 2 知奇异谱成像法的保真指标比滤波反投影高出

二个数量级 . 这说明奇异谱成像法在有噪声情况下也消除截

断伪影 ,但由表 1、表 2 比较可见算法对噪声敏感 ,这是因为

由于噪声的引入使得奇异点数量 Q 急剧上升 ,频谱数据量 n

小于奇异点数量 Q 或方程 (9) 成为不相容 ,使方程 (9) 只能得

一伪逆解.

412 　实际 X2CT投影数据重建算法的比较

图 5 ( a) 实际 X2CT图像 ,图 5 ( b) ( c) 为图 5 ( a) 的有限角

(27°2153°) 投影数据分别用滤波反投影和奇异谱分析方法重

建的图像. 实际 X2CT有限角 (27°2153°) 投影数据成像情况 ,奇

异谱成像法也能很好地消除截断伪影.

413 　算法的计算耗费

本算法与现有方法相比计算耗费要大些 ,其主要耗费有 :

用投影定理把投影数据转换为频谱数据 ;用快速傅里叶反变

换成像 ;找奇异点、解方程. 本算法计算耗费还与被成像的图

像特性有一定关系. 简单图像 (灰度的变化不太频繁 ,奇异点

个数少) 计算速度会快些 ,否则就慢些. 实验结果表明其成像

时间一般是滤波反投影算法成像的 115 至 215 倍.

5 　结论

　　在奇异点个数较少的情况下 ,奇异谱分析法重建图像的

误差仅由计算工具精度决定 ,即理论上讲缺损频率分量可以

准确恢复. 但对于含噪声情况下 ,由于在预测奇异点时采用层

析法 ,得到重建图像的优化解. 使得奇异谱分析成像 ,不论含

噪声的还是无噪声的、对实际的还是对计算机模拟的 X2CT有

限角投影数据的实验结果 ,都表明了奇异谱分析成像是一种

适合于有限角投影数据图像重建的高精度重建方法 ,保证能
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图 2

消除重建的图像的截断伪影 ,图像的质量大大优于用传统方

法重建的图像.

图 3 　无噪声 X2CT有限角投影数据图像重建算法比较

表 1 　无噪声时的算法重建误差比较表[7 ]

算法 归一化均方误差 归一化绝对误差

滤波反投影 012308772 015937076

奇异函数分析 010002016 010006317

图 4 　有噪声 X2CT有限角投影数据图像重建算法比较

表 2 　含 5 %高斯噪声时的算法重建误差比较表

算法 归一化均方误差 归一化绝对误差

滤波反投影 013033662 015854027

奇异函数分析 010040634 010058211

图 5 　实际 X2CT有限角投影数据图像重建算法比较
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