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　　摘　要 :　离散傅里叶变换 (DFT)在数字信号处理等许多领域中起着重要作用.本文采用一种新的傅里叶分析技

术—算术傅里叶变换 (AFT)来计算 DFT.这种算法的乘法计算量仅为 O ( N) ;算法的计算过程简单 ,公式一致 ,克服了

任意长度 DFT传统快速算法 (FFT)程序复杂、子进程多等缺点 ;算法易于并行 ,尤其适合 VLSI设计 ;对于含较大素因

子 ,特别是素数长度的 DFT ,其速度比传统的 FFT方法快 ;算法为任意长度 DFT的快速计算开辟了新的思路和途径.
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Abstract :　The Discrete Fourier Transform (DFT) plays an important role in digital signal processing and many other fields. In

this paper ,a new Fourier analysis technique called the arithmetic Fourier transform (AFT) is used to compute DFT. This algorithm

needs only O(N) multiplications. The process of the algorithm is simple and it has a unified formula ,which overcomes the disadvantage

of the traditional fast method that has a complex program containing too many subroutines. The algorithm can be easily performed in

parallel ,especially suitable for VLSI designing. For a DFT at a length that contains big prime factors ,especially for a DFT at a prime

length ,it is faster than the traditional FFT method. The algorithm opens up a new approach for the fast computation of DFT.
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1　引言
　　离散傅里叶变换 (DFT)在数字信号处理等许多领域中起

着重要作用.但 DFT的计算量很大 ( N 点 DFT需 O ( N2)乘法

和加法) .因此 ,DFT的快速计算问题非常重要. 1965年 ,Cooley

和 Tukey开创了快速傅里叶变换 (FFT)方法 ,使 N点DFT的计

算量从 O ( N2)降到 O ( NlogN) ,开辟了 DFT的快速计算时代.

但 FFT的计算仍较复杂 ,且对不同长度的 DFT其计算公式不

一致 ,致使任意长 DFT的 FFT程序非常复杂 ,包含大量子进

程.

1988年 ,Tufts和 Sadasiv[1 ]提出了一种用莫比乌斯反演公

式 (MÊbius inversion formula)计算连续函数的傅立叶系数的方

法并命名为算术傅立叶变换 (AFT) . AFT有许多良好的性质 :

其乘法量仅为 O ( N) ;算法简单 ,并行性好 ,尤其适合 VLSI设

计.因此很快得到广泛关注 ,并在数字图像处理等领域得到应

用. AFT已成为继 FFT后一种新的重要的傅立叶分析技

术[2～5 ] .

根据 DFT和连续函数的傅立叶系数的关系 ,可以用 AFT

计算 DFT.这种方法保持了 AFT的良好性质 ,且具有公式一致

性.大量实验表明 ,同直接计算相比 ,AFT方法可以将 DFT的

计算时间减少 90 % ,对含较大素因子 ,特别是其长度本身为

素数的 DFT ,它的速度比传统的 FFT快.从而它为 DFT快速计

算开辟了新的途径.

2　算术傅立叶变换

　　本文采用文[3 ]中的算法.设 A ( t)为周期为 T的函数 ,它

的傅立叶级数只含有限项 ,即 :

A ( t) = a0 + ∑
N

n =1

ancos2πf0 t + ∑
N

n =1

bnsin2πf0 t (1)

其中 : f0 = 1/ T , a0 =
1
T∫

T

0
A ( t) dt .

令 : B (2 n ,α) =
1

2 n∑
2 n- 1

m =0

( - 1) mA ( m
2 n

T +αT) , - 1 <α< 1 (2)

则傅立叶系数 an和 bn可以由下列公式计算 :

an = ∑
[ N/ n ]

l =1 ,3 ,5 , ⋯
u ( l) B (2 nl ,0)

bn = ∑
[ N/ n ]

l =1 ,3 ,5 , ⋯
u ( l) ( - 1) ( l - 1) / 2 B (2 n ,

1
4 nl

) , n = 1 , ⋯, N (3)
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其中 :μ( l) =

1 ,

( - 1) r ,

0 ,

l = 1

l = p1 p2 ⋯pr

ϖ p使 p2| l

为莫比乌斯 (MÊbious)函数.

这就是 AFT,其计算量为 :加法 : N2 + [ N/ 2 ] + [ N/ 3 ] + ⋯

+ 1 - 2 N ; 乘法 :2 N.

AFT需要函数大量的不均匀样本点 ,而在实际应用中 ,若

计算函数前 N个傅立叶系数 ,根据奈奎斯特 (Nyquist)抽样定

律 ,只需在函数的一个周期内均匀抽取 2 N 个样本点.这时可

以用零次插值解决样本不一致问题.文献[2、3 ]已作了详细的

分析 ,本文不再重复.

3　DFT的 AFT算法

311　DFT的定义及性质

定义 1　设 Xk为一长度为 N的序列 ,它的 DFT定义为 :

Yn = ∑
N - 1

k =0

Xkw
nk , n = 0 ,1 , ⋯, N - 1 ; w = e - i2π/ N (4)

性质 1　用记号 Xk ←= →Yn 表示序列 Yn 为序列 Xk 的

DFT , Gk ←= →Hn ,则 :

pXk + qGk ←= →pYn + qHn (5)

因此 ,一个复序列的 DFT可以用两个实序列的 DFT计

算.故本文只讨论实序列 DFT的计算问题.

性质 2　设 Xk为一实序列 , Xk ←= →Yn ,则 :

Re Yn = Re YN - n , Im Yn = - Im YN - n ( Re Yn 和 Im Yn 分别代表 Yn

的实部和虚部) (6)

因此 ,对 N点实序列 DFT ,只需计算 :Re Yn 和 Im Yn ( n =

0 , ⋯,「N/ 2ô) .

312　DFT的 AFT算法

离散序列的 DFT和连续函数的傅立叶系数有着密切的

联系.事实上 ,若序列 Xk 是一段区间 [0 , T ]上的函数 A ( t)经

过离散化后得到的 ,再设 A ( t)的傅立叶级数只含前 N/ 2项 ,

即 :

A ( t) = a0 + ∑
「N/ 2ô- 1

n =1

ancos2πf0 t + ∑
「N/ 2ô- 1

n =1

bnsin2πf0 t (7)

则 DFTYn和傅立叶系数的关系为 :

Re Yn =「N/ 2ôan/ 2

Im Yn =「N/ 2ôbn/ 2
, n = 0 , ⋯,「N/ 2ô (8)

式 (7)中函数代表的是一种截频信号.对一般函数 ,式 (8)中的

“=”要改为“≈”[7 ] .因此 ,序列 Xk 的 DFT可以通过函数 A ( t)

的傅里叶系数计算.

对于一般给定序列 Xk ,注意到在任意一个区间上 ,经过

离散后能得到序列 Xk 的函数有无穷多个.对所有这些插值函

数 ,公式 (8)都近似地满足 (仅式 (7)中的函数精确地满足式

(8) ) [7 ] . AFT的零次插值实现实质上就是用这些插值函数中

的零次插值函数代替原来的函数进行计算的.而从 AFT的零

次插值实现方法可知 ,用 AFT计算傅里叶系数 ,实际上参与

计算的只是函数经离散化后得到的序列 ,而不必知道函数本

身.因此 ,我们可以任取一个区间 ,在这个区间上 ,把序列 Xk

作为插值样本点序列 ,再利用 AFT的零次插值实现方法 ,计

算 (8)中的“傅里叶系数”,再通过式 (8) ,就可以计算出序列的

DFT.

算法描述如下 (采用[0 ,1 ]区间) :

for n = 1 to「N/ 2ô

　for m = 0 to 2 n - 1

　　B (2 n ,0) : = B (2 n ,0) + ( - 1) mX[ Nm/ 2 n + 015 ]

　　B (2 n ,1/ 4 n) : =

　　B (2 n ,1/ 4 n) + ( - 1) mX[ Nm/ 2 n + N/ 4 n + 015 ]

　endfor

　B (2 n ,0) : = B (2 n ,0) / 2 n

　B (2 n ,1/ 4 n) : = B (2 n ,1/ 4 n) / 2 n

　endfor

　for j = 0 to N - 1

　　a0 : = a0 + X ( j) / N

　for k = 1 to「N/ 2ô

　　for n = 1 to[「N/ 2ô/ n ] by 2

　　　an : = an +μ( k) B (2 nk ,0)

　　　bn : = bn +μ( k) ( - 1) ( K - 1) / 2 B (2 nk ,1/ 4 nk)

　　endfor

　　Re Yn : =「N/ 2ô an/ 2

　　Re YN - n : = Re Yn

　　Im Yn : =「N/ 2ô an/ 2

　　Im YN - n : = - Im Yn

　endfor

endfor

图 1　DFT的 AFT算法程序

AFT方法的误差主要是由零次插值引起的 ,大量实验表

明 ,同 FFT相比 ,其误差是可以接受的 (部分实验结果见附

录) .

4　算法的性能

411　算法的程序

DFT的 AFT算法具有公式一致性 ,且公式简单 ,因此算法

的程序也很简单 (图 1) .

图 2　DFT的 AFT算法进程示意

为便于比较 ,不妨看一下 FFT的流程.

图 3　FFT算法进程示意

可以看出 , FFT的程序中包含大量子进程 ,且这些子程序

都较复杂.其中素数长度 DFT的 FFT算法程序尤其复杂.因

此 ,任意长 DFT的 FFT算法其程序是非常复杂的.

412　算法的计算效率

AFT方法把 DFT的乘法计算量从 O ( N2)降到 O ( N) ,它

也是DFT的一种快速算法.大量实验表明 ,AFT方法把DFT的
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计算时间减少 90 %.当 DFT的长度 N为 2的幂时 , FFT比 AFT

方法快.对一般长度的 DFT ,当 N 含较大素因子时 ,AFT方法

比 FFT快 ;当 N 的因子都较小时 , AFT方法不如 FFT快.当

DFT长度 N本身为一较大素数时 ,AFT方法比 FFT快.附录中

给出部分实验结果以便比较.

特别指出 ,对素数长度 DFT ,FFT的计算过程非常复杂 ,

很难在实际中应用.而 AFT方法算法简单 ,提供了较好的素

数长度 DFT快速算法.表 1是两种算法计算效率较详细的比

较.

表 1　

长度 521 911 971 1483 2417
FFT效率 67130 % 68103 % 72150 % 71123 % 76122 %

AFT方法效率 91139 % 91178 % 91163 % 91181 % 91183 %

413　算法的并行性

AFT具有良好的并行性 ,尤其适合 VLSI设计 ,已有许多

VLSI设计方案被提出 ,并在数字图像处理等领域得到应用.

DFT的 AFT算法继承了 AFT优点 ,同样具有良好的并行性.

5　结论和展望

　　本文采用算术傅里叶变换 (AFT)计算 DFT.这种方法把

AFT的各种优点引入 DFT的计算中来 ,开辟了 DFT快速计算

的新途径.把 AFT方法同 FFT结合起来 ,还可以进一步提高

DFT的计算速度.
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附录 :较详细的实验结果 (机型 :586 微机 ,主频 :166MHz 单

位 :秒)

2的幂长度

长度 AFT方法 基22 FFT 直接算法
256 0100516 0100240 0111
512 0101860 0100440 0144
1024 0107580 0101100 1181
2048 0129830 0102450 7120

素数长度

长度 AFT方法 FFT 直接算法

521 010379 011439 0144

971 011340 014400 1160

1483 013103 110904 3179

2417 018206 213899 10175

任意长度

长度 因子分解 AFT方法 FFT 直接算法

1346 2 3 637 0127 0144 3114

2986 2 3 1483 1126 2114 14182

3579 3 3 1193 1181 1192 22116

4637 4637 3108 21142 37147

5574 2 3 3 3 929 4145 2147 52129

6436 4 3 1609 5194 3157 72162

7893 3 3 3 3 877 8196 1192 105149

最大相对误差

长　度 AFT方法 FFT

1024
实部 211939×10 - 2 213328×10 - 2

虚部 211938×10 - 2 919342×10 - 2

2048
实部 412212×10 - 3 111967×10 - 2

虚部 611257×10 - 3 419385×10 - 2

4096
实部 213697×10 - 3 610592×10 - 3

虚部 210422×10 - 3 214615×10 - 3
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