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基于坐标平移不变性的 TOA定位算法

杨天池 ,金　梁
(国家数字交换系统工程技术研究中心 ,河南郑州 450002)

　　摘　要 :　本文提出了视距条件下利用坐标平移来实现到达时间 (TOA)定位的新算法.该算法首先利用基站 (BS)

与移动台 (MS)相对地理位置关系 ,采用坐标平移方法实现对MS位置的粗略估计 ;通过对误差分量特性的分析 ,提出

了再次利用坐标平移消除误差分量相关性的方法 ,使得误差的协方差矩阵变得易于求解 ,从而实现对MS位置的精确

估计.仿真表明 ,本文算法具有良好的性能.
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The TOA Po sition Algorithm Ba sed on Coordinate Shift Invariance
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( China National Digital Switching System Engineering and Technological Research Center , Zhengzhou , Henan 450002 , China)

Abstract :　A position method ,based on time2of2arrival ( TOA) in the line2of2sight environment , is proposed by using coordi2
nate shift method. The rough result of the mobile station (MS) position can be calculated through the first step of coordinate shift by

using the base station (BS) and MS geographical position relationship . This paper also proposed the error vector covariance by ana2
lyzing the character of the error vector ,and the WLS method is used to get the second step estimation of the MS position. The simu2
lation results verify the performance of this method.
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1　引言

　　随着移动通信技术的不断发展 ,使得对移动台
(MS)位置的定位服务成为了可能.服务基站 (BS)通过

与MS之间的信息传递 ,提取各种有效的定位信息 ,实

现对MS的位置估计.当今 ,对MS的定位服务具有十分

广泛的应用领域 ,例如被困人员的辅助搜救、车辆导航、

基于位置的服务等. 1996 年 ,美国联邦通信委员会
(FCC)专门制定了 E2911规范[1 ,2 ] ,该规范要求移动运营

商必须对移动台提供定位服务 ,促进了无线定位技术的

研究与发展.

当前 ,流行的定位技术种类比较多 ,根据定位参数

的不同 ,可分为到达角测量技术 (AOA) 、到达时间定位

技术 (TOA) 、到达时间差定位技术 ( TDOA)等 ,并由此派

生出 FRIELAND[3 ]、CHAN[4 ]、泰勒级数展开[5 ]及分类征

服 (DAC)算法[6 ]等性能不同 ,复杂度不同的定位算法.

在文献[7 ]中 ,CHAN提出了一种近似最大似然估

计算法 (AML) ,该算法利用二次方程获取对MS位置的

估计 ,并根据代价函数大小判断最终估计结果 ,该算法

具有定位精度高 ,计算简单的特点.然而 ,由于求解二次

方程时会引入“虚假估计”解 ,因此在每次迭代过程中需

要复杂的根判决过程.

本文利用坐标平移变化对 BS与MS相对位置无影

响这一特性 ,提出了一种基于 TOA定位的方法.该方法

首先根据 BS与MS的相对地理位置关系 ,确定一次坐

标平移的原点位置 ,实现对MS位置的粗略估计 ;通过

对误差的分析 ,再次利用坐标平移消除误差分量的相关

性 ,从而达到对MS位置进行精确估计的目的.本文方

法具有定位精度高、计算简单等特点 ,适于实际应用.

2　TOA定位基本模型和一次坐标平移估计

　　假设在一次定位过程中 ,有 N 个基站接收到MS的

信号 ( N ≥3 ) ,第 i 基站接收到的 MS 的 TOA 值为
τi

[8～10 ] ,由此可以得到距离值 ri = cτi , c为光速则 :

r2
i = ( x - xi)

2 + ( y - yi)
2 , i = 1 ,2 , ⋯, N (1)

其中 ( xi , yi)是第 i基站的位置坐标 , ( x , y)是移动台的

位置坐标 , ri是MS到第 i基站的距离 , ri = r0
i + eri , eri～

N (0 ,σ2) .由式 (1)可以得到 :　　2 Aθ= b (2)

其中 : A =

x1 , y1

x2 , y2

⋯⋯
xN , yN

,θ=
x
y

, b =

s + K1 - r2
1

s + K2 - r2
2

⋯⋯
s + KN - r2

N

,
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并且有 : s = x2 + y2 , Ki = x2
i + y2

i (3)

式 (2)的最小二乘解 (LS)为 :

θ= ( ATA) - 1 AT b/ 2 (4)

在式(4)中已假定矩阵 ATA为非奇异的 ,本文只考虑 AT

A矩阵为非奇异时的情况.当 AT A为奇异矩阵时 ,所有
的BS位于同一条直线上 ,与实际BS位置情况不符 ,对于
ATA奇异时的算法 ,可参考文[8 ] .在实际定位过程中 ,

各基站的位置( xi , yi)已知 ,测量值 ri 可通过 TOA的测量

值换算得到 ,但向量 b中的 s元素为未知项 ,且 s为移动
台位置( x , y)的函数 ,因此无法直接应用最小二乘 (LS)

方法来进行θ的估计 ,需对式(4)进行改进.

通过观察向量 b ,可以发现各个元素结构相同并都
包含有 s项 ,式 (4)对θ最终估计结果实际上是向量 b

各个元素通过矩阵 ( AT A) - 1 AT加权后的叠加值 (见式
(5) ) .而 ( AT A) - 1 AT的结果直接受到坐标原点的影响 ,

如果通过坐标原点位置的改变可以消除 b中的 s项 ,那
么利用式 (4)就可实现对θ的估计.

具体过程如下 ,将式 (4)展开 ,并令 F = ( AT A) - 1 =

f11 f12

f21 f22
,则可以得到 :

θ= FAT b/ 2 =

f11∑
N

i =1

xi + f12∑
N

i =1

yi s + ∑
N

i =1

( f11 xi + f12 yi) ( Ki - r2
i)

f21∑
N

i =1

xi + f22∑
N

i =1

yi s + ∑
N

i =1

( f21 xi + f22 yi) ( Ki - r2
i)

/ 2

(5)

通过式 (5)可以发现 , s 参数的系数均有两个公共部分

∑
N

i = 1
xi 和∑

N

i = 1
yi ,若∑

N

i = 1
xi = 0 ,∑

N

i = 1
yi = 0成立 ,即 s的系数为 0 ,则

s参数可被消除.令 :

X =
1
N∑

N

i = 1

xi , Y =
1
N∑

N

i = 1

yi (6)

并选择 ( X , Y)为新的坐标原点 ,则有以下方程组成立 :

xi′= xi - X

yi′= yi - Y

∑
N

i = 1

xi′= 0

∑
N

i = 1

yi′= 0

s′= x′2 + y′2

Ki′= x′2i + y′2i

, i = 1 ,2 , ⋯, N (7)

方程组中符号‘′’代表新坐标系下对应的参数.由式(1)得 :

r2
i = ( x - xi)

2 + ( y - yi)
2 = ( ( x - X) - ( xi - X) ) 2

+ ( ( y - Y) - ( yi - Y) ) 2 = r2′
i (8)

可以得到 :　　θ′= ( AT A) - 1 AT b′/ 2 = FAT b′/ 2 (9)

θ′=
x′

y′
=

f11′∑
N

i =1

xi′+ f12′∑
N

i =1

yi′s′+ ∑
N

i =1

( f 11′xi′+ f 12′yi′) ( Ki′- r2
i)

f21′∑
N

i =1

xi′+ f22′∑
N

i =1

yi′s′+ ∑
N

i =1

( f 21′xi′+ f 22′yi′) ( Ki′- r2
i)

/ 2

(10)

将式 (7)带入式 (10) ,由式 (7)中的第 3、4 项 ,使得∑
N

i = 1
xi′

= 0 ,∑
N

i = 1
yi′= 0成立 ,满足 s′系数为 0的条件 ,因此在新的

坐标下 ,向量 b′中将不再含有未知项 s′,由此可得到不

含未知参数的简化方程 :

x′

y′
=
∑
N

i =1

( f11′xi′+ f12′yi′) ( Ki′- r2
i)

∑
N

i =1

( f21′xi′+ f22′yi′) ( Ki′- r2
i)

/ 2 (11)

将得到的移动台坐标 ( x′, y′)代回式 (7)中 ,则可得到原

坐标系下移动台 ( x
^ 1 , y

^ 1)位置的估计.上标“1”表示对

MS位置的一次估计.

3　误差分析和改进定位算法

　　通过上面的LS算法可以很方便的得到MS位置的

一种估计 ,然而LS估计算法并非是最优的 ,这是因为在

文献[11 ]中已经证明 ,各个误差分量不相关并且各个误

差分量的方差相同时 ,其估计结果才为最优.在式 (11)

中 ,各个误差向量的分量并非不相关 ,且方差也不相同.

将式 (11)以真实值和误差的形式展开 :

x′0 + ex

y′0 + ey

= ( A′T A′) - 1 A′T

·

s′0 + K′1 - ( r0
1) 2

s′0 + K′2 - ( r0
2) 2

⋯⋯

s′0 + K′N - ( r0
N) 2

+

es′+ ( - 2 r0
1 er1 - e2

r1)

es′+ ( - 2 r0
2 er2 - e2

r2)

⋯⋯

es′+ ( - 2 r0
NerN - e2

rN)

/ 2

(12)

上标“0”代表无误差的真实值 ,即 :

x′= x′0 + ex

y′= y′0 + ey

s′= s′0 + es′

ri = r0
i + eri

(13)

由式 (7)可以得到 :

s′= ( ( x′0) 2 + 2 x′0 ex + e2
x) + ( ( y′0) 2 + 2 y′0 ey + e2

y)

(14)

考虑到 ri µ eri ,则忽略 eri的二次方项有 :

- 2 r0
ieri - e2

ri = - 2 rieri + e2
ri = - 2 rieri (15)

故式 (12)可以写成 :

θ′= ( A′T A′) - 1 A′T( b0′+ eb′) / 2 (17)
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eb′=

es′- 2 r1 er1

es′- 2 r2 er2

⋯⋯

es′- 2 rNerN

(18)

由式 (18)可以看出 , eb′的各个分量是由误差分量 es′和 eri

共同作用的结果 , es′的存在 ,使得 eb′的各个分量具有相

关性 , eri同 ri进行乘性运算 ,使得 rieri具有不同的方差.

由此可见 ,误差向量 eb′的各个分量为相关的 ,且方差不

同 ,因此采用LS得到的估计值并非是最优的.

由文献 [ 11 ]可知 ,对式 ( 17) 采用加权最小二乘
(WLS)估计是最优的 ,这需计算 eb′的协方差矩阵.在式
(18)中 , rieri的方差易于求解 ,而 es′未知 ,难于直接获得

eb′的协方差矩阵的表达式 ,因此通过某种变换减小甚

至消除 es′误差分量 ,则 eb′的协方差矩阵将变得易于求

解.

由 es′的表达式 (15) , es′的大小直接受到 x′和 y′的乘

性影响.可以考虑 ,当坐标原点移动到一次估计位置坐

标 ( x′, y′)后 ,在新的坐标系下 :

es′= - ( e2
x + e2

y) ν - 2 rieri (19)

新的坐标系下对应的参数用上标“″”表示 ,由此误差向

量可以近似写成 :

eb′≈ - 2 r1 er1 , - 2 r2 er2 , ⋯, - 2 rNerN
T (20)

由此可以得到 eb″的协方差矩阵为 :

Qe
b″
≈σ2diag( r2

1 , r2
2 , ⋯, r2

N) (21)

利用WLS来估计MS的位置有 :

θ″= A″T We
b″

A″ - 1
A″T We

b″
b″/ 2 (22)

其中 We
b″

= ( Qe
b″
) - 1 .

由式 (19)可知 , ( e2
x + e2

y)
2 越小 ,则式 (21)“≈”两边

越接近 ,由式 (22)估计的结果也就更加精确 ,可采用迭

代的方法来进一步提高定位精度 ,将式 (22)计算的结果

再次作为新坐标的原点 ,更新相关参数以及协方差矩

阵 ,反复利用式 (22)估计 MS位置 ,迭代终止条件可以

为 ( x
∧n

) 2 + ( y
∧n

) 2 - ( x　
∧n - 1

) 2 + ( y　
∧n - 1

) 2 ≤ε,ε为一个很

小的正实数 ,上标 n和 n - 1分别代表第 n次和第 n - 1

次估计.

综上所述 ,整个定位算法的过程如下 :

(1)利用式 (6)计算坐标原点 ( X , Y)的位置并根据

式 (7)更新相关参数 ,利用式 (11) ,得到MS位置的一次

估计 ( x
∧1

, y
∧1

) .

(2) ( x
∧1

, y
∧1

)作为二次估计的坐标原点 ,并更新相关

参数 ,利用式 (22)得到MS位置的二次估计 ( x
∧2

, y
∧2

) .

(3) ( x
∧2

, y
∧2

) .作为再次估计的坐标原点 ,反复利用式
(22)来估计MS的位置 ( x

∧n
, y
∧n

) ,提高定位精度.

本文算法假设基站与移动台位于二维平面内 ,二维

定位与三维定位不同之处在于用于标定 BS与MS位置

的维数不同 ,如果将BS和MS坐标扩展为三维坐标 ,可

以很容易地将本文算法扩展到三维空间中.

4　计算仿真

　　仿真 1　将本文 CS(Coordinate Shift algorithm)算法与

文献[7 ]中的AML算法和文献[ 8 ]中 (本文中简称为 GT

算法)算法进行比较.假设有 4 个 BS用于定位服务 ,位

置分别为 B1 ( 3000 , 2200) 、B2 ( - 4300 , - 2900) 、B3

(5000 , - 1700) 、B4 ( - 3320 , 1700)而 MS的真实位置分

别位于 M1 (100 , - 378) 、M2 ( - 2000 , - 2000) 、M3 (6400 ,

800) 、M4 (16000 ,6000)四点 ,其位置关系如图 1所示 ,图

中三角符号表示的为 BS的位置 ,而圆点表示MS的位

置.接收信号模型采用 ri = r0
i +σeri , i = 1 ,2 , ⋯, N , eri～

N (0 ,σ2) .进行 10000次独立仿真实验 ,并统计各算法的

均方误差 :

MSE =
1

10000∑
10000

i = 1

( ( x
^

( i) - x) 2 + ( y
^

( i) - y) 2) (23)

在σ= 20的时 ,将 CS算法 (进行两次迭代运算)和 GT算

法进行了仿真 ,仿真结果如表 1所示 ,BS在 M1 - M4点

的定位精度均不相同 ,这是因为定位精度不仅受到定位

误差σ的影响 ,同时还受到 BS与 MS相对位置的影

响[12 ] . CS算法在 M1 - M4四个位置 ,均能很接近 CRLB

限 ,而 GT算法在 M3、M4两点性能显著下降 ,定位误差

急剧增大 ;比较 M1、M3 两点仍然可以发现 , M1、M3 两

点的 CRLB十分接近 ,但是 GT算法在该两点处的性能

却相差甚大 ,出现上述现象的原因是 GT算法的估计误

差随MS和BS距离成线性关系变化 ,而 CS算法利用加

权矩阵将这种线性误差关系进行了有效的抑制 ,CS算

法性能要明显优于 GT算法.
表 1　CS、GT算法以及 CRLB的均方误差仿真结果σ= 20

MS M1 M2 M3 M4

GT 567. 5 502. 6 1142. 7 8068. 1

CS 535. 3 476. 1 544. 9 4658. 9

CRLB 533. 7 474. 8 540. 9 4637. 0
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表 2　CS、AML算法随σ变化的均方误差仿真结果

σ 20 50 100 200

CS 535 3340 13350 53495

AML 536 3349 13359 53603

CRLB 534 3336 13344 53377

　　表 2数据则是 CS算法与 AML 算法在 A 点处随σ

变化的仿真结果 , CS算法和 AML算法均是进行 2 次迭

代 ,随着σ的增大 , CS算法和 AML 算法都能十分接近

CRLB限 ,CS算法性能略优于 AML 算法 ,CS算法相比

AMLS算法具有如下三个优点 :

(1) AML有“虚假估计”解的问题 ,每次迭代需要复

杂的根判决过程 ,而 CS算法为线性运算 ,无需根判决过

程 ;

(2) AML迭代过程并非趋向于MS的真实值 ,而 CS

算法的每一次迭代都更加接近于MS的真实值 ;

(3) AML算法性能依赖于 MS位置的初始估计 ,而

CS算法则可通过一次坐标平移对MS位置进行粗略估

计 ,从而也避免了对MS初始位置估计的依赖问题.本

文提出的 CS算法优于AML算法也更具实用性.

仿真 2 :仿真不同数目BS条件下的定位性能 ,并同

克拉美罗限 ( CRLB ,Cramer2Rao Lower Bound) [12]进行比

较.在原有 4 个 BS基础上增加基站 B5 (1000 , - 3500) ,

图 2 的 (a)子图中分别仿真了只有 3 个 (B1 - B3) 、4 个
(B1 - B4) 、5个 (B1 - B5)定位 BS 时的均方误差曲线图 ,

随着定位基站数目的增多 ,定位精度随之增高.图 2 的
(b)子图为 CS 算法与 CRLB 关系的曲线图 ,随着误差方

差的加大 , CS 算法的均方误差仍能十分接近 CRLB 限 ,

并未出现随误差加大性能急剧恶化的现象.

5　结论

　　本文提出了坐标平移 TOA定位算法.利用BS与MS

几何位置关系以及对误差分量特性的分析 ,通过坐标平

移变换 ,实现对移动台位置的一种精确估计方法.该方

法具有定位精度高 ,对BS和MS相对地理位置不敏感 ,

计算简单等优点.该算法完全采用线性估计的方法 ,运

算复杂度低.仿真结果表明即使测量误差较大时 ,该算

法仍接近 CRLB限 ,验证了该算法的优良性能.
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