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　　摘　要 :　三维空间数据的三角网格剖分实质是寻找嵌入在三维空间中的二维流形 ,通过建立流形学习与网格剖

分的本质联系 ,提出基于流形学习的空间数据网格剖分方法.依据流形学习的重构误差准则 ,实现三维空间数据的维

数约简 ;对生成的二维数据按照 Delaunay准则划分 ;将二维数据之间的拓扑关系映射到对应的三维数据点集.相对于

其它数据降维方法 ,流形学习更能保持数据之间的本质联系 ,使重构的三角网格与物体表面拓扑差异性更小.实验表

明 ,该方法对于非同胚于球物体的表面重建能够取得良好的效果.
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Abstract :　The way of triangulating spatial points based on manifold study is advanced in this paper. According to the theory

of manifold ,spatial points is the measurement result of a certain 2D manifold in 3D space ,so the process of triangulation is to search

2D manifold substantively. Therefore ,the paper divides triangulating spatial points into three steps . The first step is to decrease the

dimension of points on basis of the correlative relation among points within a certain distance and the condition of minimizing the

reconstruction error. The second step is to carry out Delaunay partition for points on plane. At last ,the topology connection relation

is mapped to 3D spatial points . The result is that the difference between the triangle net and object’s surface achieves minimum

practicality. This way can be easily acknowIedged , reduces complication and diminish the diversity in triangulation. Many experi2
ments show the method provided in paper can achieve good result for objects which are not homeomorphism to sphere by choosing

appropriate method of manifold study and neighborhoods .
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1　引言

　　利用测量手段获取目标表面大量的空间数据点 ,再

基于空间散乱数据点进行曲面重建 ,完成目标建模是逆

向工程的基本原理.传统的曲面重建一般采用参数模

型 ,如NURBS样条曲面 ,其局限性表现在 :三维数据点

的参数化不足以精确地表示光滑物体 ;通常需要将数据

点人工分割为多个离散的片断 ,并保证各片断参数曲面

之间的连续性.随着计算技术的发展 ,曲面重建更多采

用网格形式表示 ,不规则三角网以其优良的性能受到普

遍的重视.对空间数据的三角剖分 ,国内外学者进行了

大量的研究 ,其方法可以概括为四种[1～3] : (1)雕刻方

法.首先将点云进行 Delaunay四面体剖分 ,然后按照一

定的规则不断搜索与目标外形相似的三角网格 ,直到完

成整体拓扑网格搜索 ,Boissonnat 对表面拓扑同构于球

的物体介绍了一种算法 ,通过层层剥离冗余的四面体 ,

使物体表面的所有数据点可见 ,类似的还有α2shape、γ2

Graphs和β2Seleton等方法 ; (2)区域增量构造方法.从一

个良好的种子三角形或三角网开始 ,不断地按照制定的

规则在点云中确定一个点与已构造的网格边组成新的

三角网 ,直至所有点都遍历结束 ; (3)距离等值面法.以

Hoppe等人为代表[6 ] ,通过从点云决定的距离场中抽取

等值面的方法得到网格拓扑 ,核心算法是 Marching

Cube ; (4)局部Delaunay三角化[2 ] .将一定邻域内的点投

影到其切平面上 ,完成平面的 Delaunay三角剖分后 ,再

将拓扑关系映射到三维空间点 ,并进行网格整合.其中

存在的问题是 :雕刻算法和区域增量构造方法搜索空间

庞大 ,重构效率低 ;距离等值面法重构的三角网顶点并

不通过原始数据点 ,局部三角化容易改变数据点的拓扑

关系 ,而且距离等值面法和局部三角化均需要法向量一

致性的检查 ,计算过程相对复杂.

2　流形学习与曲面重构

　　2000年 Tenenbaum和 Roweis在 Science 上发表了两
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篇文章[7 ,8 ] ,分别提出了各自的流形学习算法 :等距映

射( Isomap)和局部线性嵌入 (LLE) .随着研究人员对流

形学习的广泛关注 ,流形学习在包括数据挖掘、图像处

理、模式识别和计算机视觉等许多领域中得到了深入

的研究和应用.流形学习的目的是寻找嵌入在高维空

间数据中的低维流形 ,并重构从低维流形到高维数据

的映射关系.其定义概括为[5 ] :设 Y < Rd 是一个低维流

形 , f : Y→RD是一个光滑嵌入 ,其中 D > d ,数据集{ yi}

是随机生成的 ,且经过 f 映射为观测空间的数据{ xi =

f ( yi) } ,流形学习就是在给定观察样本集{ xi}的条件下

重构 f 和{ yi} .

由于数据误差的存在 ,实际是寻找使得重构误差

最小的映射关系和低维流形.流形学习的基本原理是

局部邻域内数据的相关性 ,使得到的低维流形保持高

维数据的某种性质不变为目标.作为非线性的降维方

法 ,流形学习更能够体现数据的本质属性 ,其参数设置

简单 ,求解相对容易 ;但要求对低维流形做出一定的假

设.低维流形的维数通常与研究目标有关 ,邻域的选取

比较困难特别是在数据点分布不均匀的情况下.

三维空间数据的曲面重建实质是寻找空间点之间

的拓扑关系 ,使得重建网格与物体表面拓扑同胚.从流

形学习的角度认识空间数据的三维剖分 ,实质上就是

在三维空间中寻找二维流形的过程.目前 ,基于流形学

习的方法实现空间数据的三角剖分未曾见有成果报

道 ,局部 Delaunay三角化的方法从一定的程度上遵从了

流形学习的思想[2 ] ,通过局部的 PCA变换达到降维的

目的 ,使得局部的重构误差达到最小 ,而没有顾及全局

性的误差.

3　基于流形学习的三角网格剖分算法

　　空间数据不可避免地会存在噪声、数据冗余和分

布不均等情况 ,一般而言 ,对空间数据去噪和约简是寻

找嵌入在数据集中低维流形的必要步骤.本文提出的

三维空间数据网格剖分方法的原理是 :基于流形学习

的方法 ,对预处理后的数据进行降维 ,其低维流形的维

数为 2 ,在一定的准则约束下使原始数据与降维后重构

数据的误差最小 ;在平面中按照Delaunay算法实现三角

划分 ;再将拓扑关系映射到三维空间数据 ;对三角剖分

的结果进行评价 ,如图 1 所示.平面数据点集的 Delau2
nay划分是计算几何的典型问题 ,任意平面点集的 De2
launay划分是唯一存在的.

311　流形学习方法
目前 ,流形学习的主要方法有 :局部线性嵌入 (Lo2

cally Linear Embedding ,LLE)、等距映射( Isomap)、拉普拉斯

特征映射(Laplacian Eigenmap ,Leigs)、海赛局部线性嵌入
(Hessian Locally Linear Embedding , HLLE)、局部切空间排

列等(Local Tangent Space Align ,LTSA) [5] ,本节主要简介各

种流形学习方法的基本思想 ,具体算法不再详述. LLE:

在高维空间中每个采样点可以近似地由其邻近点线性

表示 ,在低维空间中保持每个邻域点的权值不变 ,重构

误差最小的条件下得到生成坐标. ISOMAP :力求保持数

据点之间的测地距离不变 ,离得很近的点间的测地距离

用欧氏距离代替 ,离得较远的点间的测地距离用最短路

径来逼近.Leigs :在高维空间中离得很近的点投影到低

维空间中的象也应该离得很近 ,通过使用两点间的加权

距离作为损失函数 ,计算相应的降维结果. HLLE:利用局

部的切空间坐标定义海赛矩阵 ,恢复出局部等距于低维

欧氏空间中开连通子集的流形生成坐标. LTSA :利用样

本点邻域的切空间来表示局部的几何性质 ,然后由这些

局部切空间排列来构造流形的全局坐标.

312　流形学习方法的统一框架
尹峻松等人把流形学习方法综合到一个统一的图

形嵌入框架[5 ] ,较好地说明了流形学习的基本原理 ,归

纳如下 : (1)设高维数据空间中包含 N 个样本的数据集

X = { x1 , x2 , ⋯, xn} ,构造一个 N×N的邻域矩阵或者相

似性矩阵 W ,设 D 为定义在样本空间的二元函数 ,一

般为欧氏距离函数 ,则 Wij = D ( xi , xj) ; (2)根据每个算

法相应地变换矩阵 W ,产生一个规范化的谱矩阵 M ;

(3)嵌入向量均可归纳到框架 :

E( Y) = min YT MY

计算矩阵 M的最小 d + 1个特征值λi 所对应的特

征向量μi ; (4)样本点 xi的嵌入值为矩阵 M的第 j个特

征值对应的特征向量.

流形学习的理论基本上遵循了这一个框架 ,高维

非线性数据集的低维流形离不开局部关系来保持原始

数据之间的相互关系 ,它们之间的不同之处主要在于
构造的局部邻域结构不同以及利用这些局部邻域结构

来构造全局的低维嵌入结果不同.根据不同的约束准

则 ,各种流形学习方法将其计算过程转换为求解矩阵

特征值和特征向量的问题 ,计算过程相对简单.

313　近邻域的选择
流形学习的共同问题是要求选择合适的邻域.近

邻域的选择有两种策略 , k邻域策略是选择距离样本点

在欧氏距离下最近的 k个点作为邻域点 ;ε邻域的策略
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是选择距离样本点的欧氏距离不大于ε的点集.对于分

布均匀的数据集而言 ,只要选择合适的 k 和ε,两种策

略得到的邻域基本是相同的 ;否则 , k 邻域的策略能比

较好地适应数据分布的不均匀性.理论上讲 ,邻域的大

小与流形表面的曲率和采样点的密度有关 ,理想的邻

域选择应该是自适应的 ,文献[4 ]在比较全面总结前人

研究成果的基础上指出 :近邻域的大小应该具有一定

的自适应性 ,既能高精度逼近局部流形的切空间 ,也能

在相邻的邻域之间保持足够的交叠以便加强局部信息

的传播效率 ,提出通过邻域的不断收缩、扩展的方法确

定近邻域.尽管该方法从理论上比较完善 ,但是其中的

一些参数难以确定 ,邻域大小的确定仍然是流形学习

和三角剖分中的难点和尚未完全解决的问题.本文中

采用了固定的 k邻域策略 ,根据采样点的密度、目标表

面曲率变化、数据降维和网格剖分的结果寻找较好的 k

值.

314　三角剖分的质量评价
对于三角剖分的质量评价 ,一般采用视觉主观评

价标准 ,缺点是对局部细节的判断能力差 ;或采用类似

于对平面数据剖分的评价方法 ,通过计算三角网的最

小角度值、角度方差等统计量评价 ,该标准是否适合于

空间数据剖分的质量评价 ,尚未从理论上得到证明.为

此 ,本文提出如下三种方法进行结果的验证和检查 :

(1)获取沿任意轴方向的任意间隔的剖面 ,通过得到的

剖面线判断三角网是否存在交叉和重叠的情况 ; (2)获

取沿任意轴方向的任意间隔的剖面 ,通过计算点云包

含的体积来判断三角剖分结果的正确性 ; (3)基于构建

的三角网可以内插得到位于目标上任意两点的空间距

离 ,通过与实际距离的比较判断其正确性和精度.方法
(2)对于非封闭目标的三角剖分结果 ,不具有较高的可

信度 ; (3)可以提供一种客观的标准 ,但是实际距离可

能会无法获取 ,而且该误差还包括了纹理重建和人工

给定特征点的误差等.相比较而言 ,方法 (1)是一种具

有较广适用性的标准.由于以上三种方法均是通过与

实际值 (或真值)的差异作为判断标准 ,提供了客观和

具有一定适用性的依据.

4　实验与分析

　　采用结构光的方法 ,获取一个石膏头像面部和胸部

大量的三维数据点 ,对数据点进

行约简和去噪后的结果如图 2所

示 ,三角剖分最直接的方法就是

选取空间数据的平面坐标进行

Delaunay划分 ,然后将拓扑关系映

射到空间数据.对于石膏头像而

言 ,使用该方法剖分后的结果如

图3 所示 ,显然破坏了空间数据

之间的拓扑关系.

本文实现了流形学习 (LLE、

Isomap、HLLE、LTSA和 Leigs)的算

法 ,然后对空间数据实现了降

维 ,生成的坐标如图 4所示.从结

果可知 ,前四种流形学习方法的

生成坐标基本保持了原始数据

之间的拓扑关系 ,其中 HLLE和LTSA的结果相对较好 ,

二者的生成坐标相似程度较高 ,头部存在一定的差异 ;
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而Leigs方法得到的结果出现了折叠现象 ,无

法能够正确表示空间数据之间的拓扑关系 (使

用不同的参数进行了实验 ,结果类似) .

表 1是采用不同的流形学习方法对 1962

个三维空间数据降维后 ,按照平面 Delaunay划

分后得到的结果.邻域的选择采用 k 邻域策

略 ,采用了固定的邻域 ;大小的确定主要依据

该目标表面的曲率变化和数据的采样间隔 ,可

以理解为 k近邻范围内的目标同胚于平面 ,即

近邻范围内的点可以近似线性重构 ;同时也根

据数据的降维结果做了进一步的调整.对于该

实验数据而言 ,初始确定的近邻域大小为 12 ,

该邻域范围内不包括样本点自身 ,试验结果发

现LLE、Isomap和 LTSA方法采用 12 个邻近点

是合适的 ,而 HLLE方法采用 6 个邻近点能够

得到较好的降维结果.将拓扑连接关系映射到

空间数据 ,其三维效果如图 5 所示 , HLLE和

LTSA的结果相对较好.
表 1　三角剖分的计算结果

LLE Isomap HLLE LTSA

三维数据点数 1962

邻近点数 12 12 6 12

三角形数量 3748 3911 3889 3823

　　图6是采用LTSA方法对空间数据曲面重构后的三

维效果图 ,视觉判断其重构质量良好 ,同时也利用本文

214中的方法进行了质量评价 ,显然该数据并不适合采

用(2)的方法 ;按照方法 (1) ,沿着任意轴线按照一定间

隔计算得到大量剖面线 ,均不存在重叠和交叉的情况 ,

限于篇幅的限制 ,本文不在此列举 ;按照方法 (3) ,内插

得到该头像中部分特征点的空间距离 ,如眼角、嘴巴和

鼻子等 ,利用游标卡尺在实际物体上量测得到对应的

实际距离 ,二者比较结果表明重建的精度优于 013mm.

5　结论

　　对于同胚于球物体的三角剖分而言 ,虽然不能直

接利用本文中所述的方法 ,但它与流形学习的本质上

仍然是一致的 ,可以在较小的范围内按照本文方法进

行网格剖分 ,然后再进行网格的拼接和整合.本文实验

表明 :不同的流形学习方法对空间数据降维的结果差

异明显 ,可能无法得到正确的生成坐标 ;不同的参数的

选择 ,主要是邻域 (对于本研究)可能引起结果的差别

悬殊 ;实验也表明了本文思路的正确性和结果的可靠

性.同时 ,由于流形学习具有较为复杂的数学理论 ,而

且三维空间数据的网格剖分本质就是一个病态问题 ,

其中的很多问题还有待于进一步的深入研究 ,期望本

文的研究成果能够起到抛砖引玉的作用.
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