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  摘  要:  本文对低密度纠删码的度分布序列进行了研究,提出了低密度纠删码度分布序列可达信道容量的充分

必要条件,给出了 Heavy2Tail/ Poisson和右边正则的两种度分布序列的性质,证明了低密度纠删码达信道容量度分布序

列的一个分析性质.这些分析性质对低密纠删码达信道容量度分布序列的设计有着重要的理论指导意义.
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Abstract:  Sequences of degree distribution for low2density erasure codes are investigated. We propose a necessary and suffi2

cient condition for sequences of degree distribution for low2density erasure codes to be capacity2achieving sequences. The properties of

the Heavy2Tail/ Poisson sequences and right2regular sequences are given for low2density erasure codes. The analytical property of ca2

pacity2achieving sequences is shown for low2density erasure codes. These analytical properties of the sequences of degree distribution

will be helpful in designing capacity2achieving sequences of degree distribution for low2density erasure codes.
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1  引言

  近年来, 低密度校验码( Low- Density Parity Check, 简称

LDPC码)引起了人们的普遍关注[ 1~ 6] .这是因为 LDPC码具有

低的迭代译码复杂度[ 3] , 而且是目前接近信道容量限的最佳

编码技术之一[ 4] . 基于删除信道的 LDPC 码称为低密度纠删

码(Low2Density Erasure Code) ,它的分析相对容易一些, 但却非

常重要. 这是因为 ARQ(Automatic Repeat reQuest)技术和分层

恢复等新技术可有效地提高数据传输的可靠性和避免网络拥

塞的出现,但可能导致大的时延. 利用低密度纠删码的编码方

法可较好地克服这一缺点[1, 3] . 文[ 3]设计了一种基于级联稀

疏二部图的低密度纠删码, 其主要贡献在于此文首次对这种

码进行了严格的理论分析之后, 提出了该码的一删除错误译

码算法及其成功译码的条件,并证明了在基于非正则二部图

和正则二部图的低密度校验码中前者的性能更好. 同时文[ 3]

指出二部图的构造,即二部图度分布序列的构造, 是设计低密

度纠删码的最关键问题. 文 [ 3]和[ 4]分别给出了 Heavy2Tail/

Poisson和右边正则的两种达信道容量度分布序列, 但目前并

不知道达信道容量度分布序列的一般构造方法.

本文给出并证明了 Heavy2Tail/ Poisson 和右边正则的度分

布序列的一些性质, 提出了低密度纠删码度分布序列可达信

道容量的充分必要条件,同时证明了可达信道容量度分布序

列的一个分析性质. 这些分析性质有助于深入了解这类度分

布序列的本质, 也对它们的设计提供了一个理论依据.

2  两类可达信道容量的 LDPC码度序列

  LDPC码可用一随机二部图 G 来表示, G 的右侧和左侧

结点集分别表示 LDPC码的信息码字和校验约束.定义 G 的

一条边的左侧(右侧)度数为 G 中此边左侧(右侧 )邻接结点

的度数, 并用 Ki 和Qi 分别表示G 的左侧和右侧度数为 i 的边

的比率, 若令 K= K( x) = E
i> 1

Kix
i- 1, Q= Q( x ) = E

i> 1

Qix
i- 1, 则

称偶对( K, Q)为 LDPC码的一度分布. 文[ 3]给出了删除信道

下 LDPC码的一简单译码算法, 并首次对这一译码算法进行

了严格分析之后, 证明了对于初始删除错误概率 D和具有度

分布( K, Q)的 LDPC码, 若对所有 x I ( 0, D)有 DK( 1- Q( 1-

x ) ) < x 成立, 则文[3]的简单译码算法可成功译码.一般假定
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所有的校验方程线性独立, 这时 LDPC码的码率 R= 1- Q
1

0
Q

( x) dx Q
1

0
K( x) dx .

  定义1  设度分布为( Kn , Qn )的 LDPC码序列 Cn ( n= 1, 2,

, )的码率为 R,若对所有正数 D< 1- R, 存在正整数 n0, 使

得对所有 n \ n0 和所有的 x I ( 0, 1)有 Qn (1- DKn (1- x ) ) >

x,则称对码率 R 度分布序列( Kn, Qn)为达信道容量的度分布

序列(capacity2achieving sequence of degree distribution) .

设 R 为给定的码率, 文[ 3]提出Heavy2Tail/ Poisson 度分布

序列( Kn ,Qn ) : 即对于确定的正整数 n ( n \ 1) , 取 Kn ( x ) =

1
H( n) E

n

i= 1

xi

i
, Qn ( x ) = eLn

( x- 1) = E
]

i= 1

Li- 1
n

( i- 1) !
e- L

n xi- 1, 其中

H ( n)= E
n

i= 1

1
i

, Ln 是满足
1- e

- L
n

Ln
=

1- R
H( n)

( 1+
1

n+ 1
)的唯一

解.文[4]设计了右边正则的度分布序列( Qa , KA, n ) :即整数 a

\ 3 和 n \ 2,取 Qa ( x) = xa - 1 , KA, n( x) = A E
n- 1

k= 1

A

k
( - 1) k+ 1xk

A- n
A

n
( - 1) n+ 1 ,其中 A= 1/ ( a - 1) ,

A

0
= 1,

A

n
=

A( A- 1) , ( A- n+ 1)
n!

. 同时证明了对码率 R 这两类度分布

序列为达信道容量的序列[ 3, 4] .

3  达信道容量度分布序列的分析性质

  设( Kn, Qn)是码率为 R 的达信道容量的度分布序列, 由

Qn ( x )的系数的非负性知 Q- 1
n ( x)在[0, 1]上存在.从文[ 7]易

见: ( a )对所有 x I (0, D)有 DKn (1- Qn ( 1- x) ) < x ; ( b)对所

有 x I (0, 1)有 Qn ( 1- DKn ( x ) ) > 1- x 成立; ( c) 对所有 x I

( 0, 1)有 DKn ( x )< 1- Q- 1
n ( 1- x)相互等价. 于是有如下引理.

引理 1 设( Kn , Qn )是码率为 R 的达信道容量的度分布

序列, 0< D< 1,则下列两种说法是等价的.

( a )此度分布序列为达信道容量的;

( b)若用 Dn 表示满足以上三个等价条件的所有D的上确

界,则 lim
n y ]

Dn= 1- R.

证明  若( a )成立, 则对P E> 0 存在正整数 n1, 使得对

所有 n \ n1 和所有 x I ( 0, 1)有 Qn (1- ( 1- R- E) Kn ( 1- x) )

> x, 结合( b)中 Dn 的定义知对所有的n \ n1 ,有 Dn \ 1- R-

E. 注意到 Dn [ 1- R,即得 lim
n y ]

Dn= 1- R;反之, 若( b)成立, 设

任意给定 E> 0,令 D= 1- R- E,由 lim
n y ]

Dn= 1- R 知存在正整

数n2使得对所有 n \ n2,有 Dn> 1- R - E,由( b)中 Dn 的定义

知对P E> 0、所有 n \ n2和所有的 x I (0, 1)有 Qn (1- (1- R

- E) Kn( 1- x) )> x 成立, 即度分布序列( Kn , Qn )为达信道容

量的.

为了给出以上两类度分布序列的一些分析特性 ,先证明

如下引理.

引理2  设( Kn , Qn )是码率为 R的Heavy2Tail/ Poisson 度分

布序列,对于确定的整数 n ( n \ 1) Ln 是满足
1- e

- L
n

Ln
= 1- R

H( n)

(1-
1

n+ 1
)的唯一解, 则 lim

n y ]
Ln= ] .

证明  由 Heavy2Tail/ Poisson度分布序列的定义可知 Ln>

0( n \ 1)和 lim
n y ]

(1- e- L
n) / Ln= 0. 首先证 lim

n y ]
Ln 存在(包括非

正常极限) .假如 lim
n y ]

Ln 不存在, 则必存在序列{ Ln}的两个不

同的收敛子列{ Ln
i
}和{ Ln

j
}使得 lim

i y ]
Ln

i
= a 和 lim

j y ]
Ln

j
= b 且 a X

b.由 Ln> 0 知 a 与 b 中至少有一个为有限值, 不妨设 a 为有

限值, 若 a X0,则有 lim
i y ]

(1- e- L
n
i
) / Ln

i
= (1- e- a ) / a X 0;若 a

= 0,则有 lim
i y ]

(1- e- L
n
i ) / Ln

i
= 1 X 0, 这两结果都与 lim

i y ]
( 1-

e- L
n
i ) / Ln

i
= 0相矛盾.又易见 lim

n y ]
Ln \ 0 不可能为有限值, 因

为假如 lim
n y ]

Ln 为有限值,则必有 lim
n y ]

(1- e- L
n) / Ln X 0, 这也与

结论 lim
n y ]

(1- e- L
n ) / Ln= 0相矛盾. 因此有 lim

n y ]
Ln= ] .

引理 3  若 A= 1/ ( a - 1) (整数 a \ 3) , n 为正整数,则有

( a ) E
n- 1

k= 1

A

k
( - 1) k+ 1= 1-

n
A

A

n
( - 1) n+ 1;

( b) E
n- 1

k= 1

A

k
( - 1) k+ 1

k+ 1
= A-

A

n
( - 1) n + 1 / ( A+ 1) .

证明  易见 n= 2 时, ( a )中左边= 右边= A, ( b)中左边

= 右边= A/ 2, 两结论成立.假设 n= m时两结论成立.当 n=

m+ 1时对( a )和( b)分别有

E
m

k= 1

A

k
( - 1) k+ 1= 1-

m+ 1
A

A

m+ 1
( - 1) m+ 2 ;

E
m

k= 1

A

k
( - 1) k+ 1

k+ 1
= A-

A

m+ 1
( - 1) m+ 2 ( A+ 1) .

因此 n= m+ 1时两结论成立,由数学归纳法知两结论得

证.

从引理 3 可得由右边正则的度分布序列构造的纠删码的

码率 R 为

R = 1- Q
1

0
Qa( x) dx Q

1

0
KA, n ( x) dx

= 1- A- n
A

n
( - 1) n+ 1 A-

A

n
( - 1) n+ 1 (1)

引理 4[ 4]  设正实数 A[ 1/ 2, 整数 n \ 2, 则存在常数 c,

使得对所有的 A和 n 有

cA
nA+ 1 [

A

n
( - 1) n+ 1 [

A
nA+ 1.

定理 1 设 ( Kn , Qn ) ( n= 1, 2, , )是码率为 R 的 Heavy2

Tail/ Poisson度分布序列, Dn 如引理 1中所定义, 则对任意确定

的 F< 1, DnKn- 1+ Q- 1
n (1- x )在(0, F]上一致收敛于 0.

证明  由 Heavy2Tail/ Poisson度分布序列的定义知 Ln> 0

和
1
Ln

=
1- R

H( n) ( 1- e- L
n )

n
n+ 1

( n \ 1) , 则对所有 x I (0, F]

有

 DnKn ( x) - 1+ Q- 1
n (1- x)

= Dn
1

H ( n) E
n

i= 1

xi

i
+

1
Ln

ln(1- x)

= (1- R)
Dn

1- R
-

n
n+ 1

/ (1- e- L
n )

1
H ( n) E

n

i= 1

xi

i
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 -
1- R

H ( n) ( 1- e
- L

n )
n

n+ 1 E
]

i= n+ 1

x i

i

所以

  | DnKn( x ) - 1+ Q
- 1
n ( 1- x ) |

[ (1- R)
Dn

1- R
-

n
n+ 1

/ ( 1- e- L
n)

  +
1- R

H ( n) ( 1- e
- L

n)

n
n+ 1 E

]

i= n+ 1

Fi

i
(2)

由引理 2知 lim
n y ]

Ln= ] . 从 Heavy2Tail/ Poisson 度分布序列为达

信道容量的和引理 1得 lim
n y ]

Dn / ( 1- R) = 1. 再由 E
]

i= 1

Fi / i 收敛

知 lim
n y ]

E
]

i= n+ 1

Fi / i= 0. 所以当 n y ] 时式 (2)的右端趋于 0. 因此

DnKn( x) - 1+ Q- 1
n (1- x)在( 0, F]上一致收敛于 0.

定理 2 设( KA, n ,Qa ) (整数 a \ 3 和 n \ 2)是码率为 R 的

右边正则的度分布序列, Dn 如引理 1 中所定义, 则 DnKA, n ( x )

- 1+ Q- 1
a (1- x)在( 0, 1)上一致收敛于 0.

证明  对右边正则的度分布序列 ( KA, n , Qa ) , 注意到 1-

( 1- x) A= E
]

k= 1

A

k
( - 1) k+ 1xk、

A

n
( - 1) n+ 1> 0( n \ 2)和 A

= 1/ ( a - 1) ,结合式( 1)对所有 x I (0, 1)有

DnKA, n ( x ) - 1+ Q- 1
a (1- x )

 = DnAE
n- 1

k= 1

A

k
( - 1) k + 1xk / A- n

A

n
( - 1)

n+ 1

  - 1+ (1- x) a

 =
Dn

1- R
1-

1
A

A

n
( - 1) n+ 1

- 1

  E
n- 1

k= 1

A

n
( - 1) k+ 1xk - E

]

k= n

A

n
( - 1) k+ 1xk

由引理 3( a )和式(1)有

| DnKA, n ( x ) - 1+ Q- 1
a ( 1- x) |

  [
Dn

1- R
1-

1
A

A

n
( - 1) n+ 1

- 1

 # (1- R) 1-
1
A

A

n
( - 1) n+ 1 + E

]

k= n

A

k
( - 1) k+ 1 (3)

  对整数 a \ 3 和 a \ 2, 由引理 3 ( a ) 和引理 4 得

E
]

k= 1

A

k
( - 1) k+ 1收敛, 从而有 lim

n y ] E
]

k= n

A

n
( - 1) k+ 1 = 0 和

lim
n y ]

A

n
( - 1) n+ 1= 0. 结合 lin

ny ]
Dn / ( 1- R) = 1 知当 n y ] 时

式(3)的右端趋于 0. 因此 DnKA, n ( x) - 1+ Q- 1
a ( 1- x)在 (0, 1)

上一致收敛于 0.

用数学分析的知识容易证明此定理.

引理 5 设对每个自然数 n, f n( x )为[ a , b]上的单调函

数, {f n( x) }在[ a , b]上收敛于 f ( x) . 则 f ( x)必在 [ a , b]上一

致收敛于 f ( x) .

引理 6 设函数 f n ( x)为 [0, 1]上具有收敛的幂级数, 而

且此幂级数的系数均为非负,同时满足 f n (0) = 0 和 f n ( 1) = 1

( n= 1, 2, , ) . 若 lim
n y ]Q

1

0
f n( x) dx = 0, 则对于任意确定的 F< 1,

f n( x)在[0, F]上一致收敛于 0.

证明  由幂级数的性质知其和函数 f n ( x)在 (0, 1)内连

续, 易见对每个自然数 n, f n( x)为[ 0, 1]上的严格单调递增的

非负函数. 对任意的 x I ( 0, F) ,由 lim
n y ]Q

1

0
f n( x) dx= 0 知, 对P E

> 0 存在正整数 n1 使得对所有 n \ n1 有Q
1

0
f n ( x) dx < E, 从而

对 x I [0, F]有Q
F

x
f n ( x) dx< E,由积分中值定理知存在 NI [ x ,

F]使得 f n (N) =
1

F - xQ
F

x
f n( x) dx ,结合非负函数 f n ( x)在[0, 1]

上的严格单调递增性可得对任意固定为 x I [ 0, F] 有 0 [

f n( x) < f n (N) =
1

F- xQ
F

x
f n( x) dx<

1
F- x

E, 所以 f n( x )在[0, F)

内收敛于 0.对于 x= F 必存在F1> F ( F1> 1) , 在[ F, F1 ]上用

同样的方法可得 f n ( x )收敛于 0. 根据引理 5 知 f n ( x)在[ 0, F]

上一致收敛于 0.

现证明一般的达信道容量的度分布序列也具有以上分析

性质.

定理 3  设( Kn , Qn )是码率为 R 的达信道容量的度分布

序列, Dn 如引理 1中所定义, 则( Kn , Qn)为达信道容量的度分

布序列当且仅当对于任意确定的 F< 1,任意 E> 0和任意 G>

0, 存在正整数 n0使得对所有 n \ n0和所有的 x I (0, F]有

- G< (1- R- E) Kn( x) - 1+ Q- 1
n (1- x) < 0 (4)

证明  充分性  设式( 4)成立,由引理 1知 lim
n y ]

Dn= 1- R,

故对P E> 0 存在正整数 n1 使得对所有 n \ n1 有 Dn> 1- R

- E;又因为 Qn( x)和 Kn( x)为[0, 1]上严格单调递增的非负函

数, 所以就上述的任意 E> 0和 n1 ,对所有 n \ n1 和所有 x I

(0, 1)有 Qn(1- (1- R - E) Kn( 1- x) ) > x 成立, 即( Kn , Qn )为

达信道容量的度分布序列.

必要性  首先证明 Kn( x)和 1- Q- 1
n ( 1- x)在[0, F ]上一

致收敛于 0. 由文[ 4] 知 Dn [ ( 1- R) (1- Ra
n ) , 其中 1/ an =

Q
1

0
Qn ( x ) dx . 从( Kn , Qn )为达信道容量的和引理 1 知 lim

n y ]
Dn=

1- R, 由 Qn( x)的非负性知 an \ 0( n \ 1) , 类似于引理 2 的证

明得 lim
ny ]

a n 存在 (包括非正常极限) , 且必有 lim
n y ]

an= ] , 从而

有 lim
ny ]Q

1

0
Qn ( x) dx = 0 和 lim

n y ]Q
1

0
[ 1- Q- 1

n ( 1- x ) ] dx= 0. 结合 R

= 1- Q
1

0
Qn( x) dx/Q

1

0
Kn ( x) dx 得 lim

n y ]Q
1

0
Kn ( x) dx = 0.由引理 6 知

Kn( x)和 1- Q- 1
n (1- x )在[ 0, F ]上一致收敛于 0. 所以对P E

> 0 存在正整数 n2> 0 使得对所有 n \ n2 和所有 x I [0, F]有

- G/ 2< (1- R - E) Kn( x) < G/ 2

- G/ 2< - 1+ Q- 1
n (1- x )< G/ 2

即- G< (1- R- E) Kn( x) - 1+ Q- 1
n < G. 又因为( Kn, Qn )为达

信道容量的, 故存在正整数 n3使得对所有 n \ n3 和所有 x I

(0, 1)有(1- R - E) Kn ( x ) - 1+ Q- 1
n ( 1- x) < 0, 取 n0= max

{ n2 , n3}即知对于任意确定的 F< 1, 任意 E> 0 和任意 G> 0,

存在正整数 n0 使得对所有 n \ n0和所有的 x I (0, F ]有- G

< (1- R - E) Kn ( x) - 1+ Q
- 1
n ( 1- x) < 0.
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类似于定理 3中必要性的证明易证下面定理.

定理 4 设( Kn , Qn )是码率为 R 的的达信道容量的度分

布序列,Dn 如引理 1 中所定义,则 DnKn ( x) - 1+ Q- 1
n (1- x)在

( 0, 1)的任意闭子区间[ a , b]上一致收敛于 0.

根据定理4,在设计低密度纠删码的达信道容量的度分

布序列时,这一结论可作为一个分析性条件来检验和判断所

构造的度分布序列是否可达信道容量.比如, 对于一个右正则

的度分布序列( Kn , Qn ) , 设所有右侧结点的度数均为整数 a \

3,现考察函数

f n( x) = DnKn( x) - 1+ (1- x)
1

a- 1

若 f n ( x )在(0, 1)的任意闭子区间 [ a , b]上一致收敛于 0 且在

( 0, 1)上有 f n( x) < 0,则此度分布序列可能是纠删码达信道容

量的一个候选序列;反之,该序列一定不可达信道容量, 应该

排除掉.总之, 利用这一结论可在序列设计中排除掉不可达信

道容量的序列,并可能保留一些较好的候选序列, 从而有助于

低密度纠删码度分布序列的设计.

4  结束语

  本文证明了码率 R 的低密度纠删码 Heavy2Tail/ Poisson序

列、右边正则序列以及一般达信道容量序列( Kn ,Qn )均应满足

的一个分析性质,即 DnKn ( x) - 1+ Q- 1
n (1- x)在(0, 1)的任意

闭子区间[ a , b]上一致收敛于 0.提出了低密度纠删码中的度

分布序列可达信道容量的一个充分必要条件. 这些分析对低

密度纠删码度分布序列的设计有着重要的理论指导意义.
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