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� � 摘 � 要: � 搜索鲁棒 Pareto最优解是多目标进化算法(MOEA)研究的一个重要方面. 目前, 优化� 原目标函数 的传

统MOEA 与基于� 有效目标函数 的MOEA ( Eff�MOEA)在搜索鲁棒 Pareto 最优解时都易丢失某些性质的解. 为解决这

一缺陷,本文定义了一种新的鲁棒 Pareto 最优解,提出了一种新的搜索鲁棒 Pareto 最优解的MOEA(MOEA/ R) , MOEA/ R

将多目标鲁棒优化问题(MROP)转化成两目标问题来优化,一个目标为解的质量,另一个目标为解的鲁棒性 ,每一目标

均对应一子优化问题.通过与 NSGA�!及 Eff�MOEA的对比分析, 结果表明MOEA/ R的结果较好,更重要的是本文探索

了一种新的搜索鲁棒 Pareto最优解的思想.
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Searching for Robust Pareto Optimal Solutions for MOPs with MOEA
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Abstract: � Searching for robust Pareto optimal solutions is one of the most important fields in the research of multi�objective
evolutionary algorithm ( MOEA) . Recently, both traditional MOEA and EFF�MOEA which optimize � original objective function 

and � effective objective function respectively easily lose some kinds of solutions. In order to solve this deficiency, we defined a

new robust Pareto optimal solution and proposed a novel MOEA named as MOEA/ R, which converts a multi�objective robust opti�

mization problem ( MROP) into a bi�objective optimization problem. Each of the two objectives represents a sub�MOP, one opti�
mizes solution∀ s quality and the other optimizes so lution∀ s robustness. Through the comparison and analysis between MOEA/ R, NS�

GA�! and Eff�MOEA, the experimental results demonstrate that MOEA/ R can acquire good purposes. The most important contri�
bution of this paper is that MOEA/ R explores a novel methodo logy for searching robust Pareto optimal solutions.
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1 � 引言

� � 多目标进化算法 ( Multi�bjective Evolutionary Algo�
rithm,MOEA)是一种模拟生物进化、解决多目标优化问

题( Multi�objective Optimizat ion Problem, MOP)的全局搜索

算法.由于MOEA的通用性强且不依赖于函数模型,适

用于处理复杂的MOP, 因而倍受研究者们的青睐,已被

广泛的应用于函数优化、智能控制、机器人路径规划等

众多方面. 现在已经存在一些比较成熟的 MOEA, 如:

Deb 等 人[ 1] 提 出的 NSGA�!、Zitzler 等 人[ 2] 提 出的

SPEA�!、Knowles 等人[ 3] 提出的 PAES, 等. Coello Coel�
lo[ 4, 5]对MOEA的发展作了较系统的分析. 无论是在科

研领域,还是在工程领域, 关于MOEA 的研究引起了广

泛的关注[ 6, 7] .

目前,绝大多数关于MOEA的研究主要集中在如何

保持 Pareto最优解的分布性以及如何提高算法收敛性,

只有很少数的研究关注解的鲁棒性( robustness) .但是,

在实际工程优化中,由于应用环境往往不稳定且容易受

到噪声的影响,所以现实中的优化问题均为鲁棒优化问

题.而且,如果算法得到的最优解对这些影响十分敏感,

这也就失去了应用价值.在这样的情况下,决策者更希

望能得到抗干扰能力好的鲁棒最优解.例如: ( 1)在车间

调度[ 8~ 10]中,一种调度方案应该具备容忍一定偏差的

能力,如出现机器故障时,调度方案仍能继续使用; ( 2)

在电流的设计[ 11]中, 电流应该能够在一定范围内正常

工作,如温度变化时,电流能适应环境的变化,而不至于

产生很大的波动; ( 3) 在制造业的设计优化[ 12~ 14 ]中, 应

考虑产品制造时产生的偏差,得出鲁棒的设计方案.

已有研究表明,许多与鲁棒性有关的问题为 NP难

问题.关于进化算法搜索鲁棒最优解的研究更少, 主要
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集中在两个方面: ( 1) 单目标鲁棒优化问题 ( Simple Ro�
bust Optimization Problem, SROP) . Branke [ 15]提出了一种计

算鲁棒最优解的启发示方法; Branke[ 16]指出了在噪声环

境( noisy environment) 中搜索全局最优解与搜索鲁棒最

优解的主要差异; Branke与 Schmidh[ 17]提出了几种适应

度估计的方法; Tsutsui与 Ghosh[ 18]提出一种数学模型,

利用模式定理来获得单目标的鲁棒最优解; Parmee
[ 19]

提出一种分层的思想, 使用性能与适应度在若干个区

域同时进行搜索; Jin 与 Sendhoff[ 20]将 SROP转化成一个

两目标的多目标优化问题来进行求解; Lim等人[ 21, 22]提

出了一种反向多目标鲁棒进化优化设计方法 ( Inverse

Mult i�Objective Robust Evolutionary Design Opt imization, I�
MORE) ,该方法也是将 SROP转化成两目标优化问题,

其中一个目标为原始目标, 另一个目标是考虑目标值

在一定范围内变化时, 决策变量所允许的最大波动.这

种方法决策者可以根据需要设定鲁棒精度. ( 2) 多目标

鲁棒最优化问题(Multi�Objective Robust Optimizat ion Prob�
lem, MROP) ,目前关于这方面的研究成果也较少, 尽管

在有一些搜索单目标鲁棒最优解的方法中使用了 Pare�
to支配关系. 如 Jin 等人[ 20]、Lim 等人[ 21, 22] 使用多目标

优化方法来处理单目标鲁棒优化问题; Teich[ 23]将 Pareto

支配关系应用于处理不确定性目标; Hughes[ 24]提出方

法来计算在噪声函数中使用确定的 Pareto 支配关系时

产生的估计误差. 但是, MROP 一直是进化算法研究的

难点. Deb 等人[ 25]将搜索单目标鲁棒最优解的方法延

伸到多目标领域, 提出了两类的多目标鲁棒最优解的

定义; Barrico与 Antunes[ 26~ 28]提出了两种多目标优化的

鲁棒性分析方法, 在这些方法中, 使用了鲁棒度的概

念,用鲁棒度参与个体的适应度赋值操作,还利用鲁棒

度对非支配集进行分类,这样就便于决策者根据需要

来选择合适的鲁棒最优解. 关于鲁棒最优解的研究是

不确定环境的一个重要组成部分, Jin等人[ 29]将不确定

环境( uncertain environment) 分类成四个方向: ( 1 ) 噪声

( noisy) ; ( 2) 鲁棒性 ( robustness) ; ( 3) 适应度近似( fitness

approximation) ; ( 4) 动态环境( dynamic environment) . 更多

关于进化算法搜索鲁棒最优解的研究近况, 可参考 Jin

等人
[ 29]
的综述;以及 Yang、Ong和 Jin等人

[ 30]
的专著.

传统的MOEA(如: NSGA�!, SPEA�!, PAES 等) 通

常优化�原目标函数 ,是针对 Pareto 最优性而设计的,

没有考虑到个体的鲁棒性, 因而传统 MOEA 得到的

Pareto最优解不一定具有好的鲁棒性.目前, MOEA搜索

鲁棒最优解多基于� 有效目标函数 ( effective objective

function) ,即用有效目标函数代替原目标函数进行优

化.有效目标函数常用利用蒙特卡罗积分法( Monte Car�
lo integral)来近似.但是,基于有效目标函数的MOEA(记

为: Eff�MOEA)搜索到的解是鲁棒性与质量的折中解,容

易丢失鲁棒性最好解与质量最好的解, 而这些解往往

也非常重要.为得到不同性质的鲁棒 Pareto 最优解, 本

文认为,鲁棒 Pareto最优解应该考虑两个特性的最优:

一是解的质量的最优; 二是解的鲁棒性的最优.这样,

我们将MROP转化一个两目标的优化问题,一目标实现

质量的最优;另一目标实现鲁棒性的最优. 基于这种思

想,本文提出了一种新的鲁棒 Pareto 最优解定义, 并设

计了相应的 MOEA, 记为: MOEA/ R. 实验结果表明

MOEA/ R得到了很好的效果,更重要的是探索了一种新

的处理MROP的全新思路.

2 � 相关工作

� � MROP不同于传统的MOP,在这里, 我们对 MROP

的相关工作进行介绍.

2�1 � 问题描述
我们首先给出多目标优化问题的定义:

定义 1 � 多目标优化问题
MOP的一般描述:

Min F( X) = ( f 1(X ) , #, f r( X) ) ; subject to X ∃ �

( 1)

其中: X 为决策变量, X= ( x 1, #, xn) , � 为可行解空

间,也称为决策空间, � ∃ Rn , n 为决策变量的维数;

F( X)为目标函数向量, r 为目标的维数,称 � ∃ R
r
为

目标空间,则 F: � % � .

MROP不同于MOP,MROP可以定义为:

定义 2 � 多目标鲁棒优化问题
MROP的一般描述:

MinF(X&) = (f 1(X&) , #, f r (X&) ) ;

subject to X&= X+  ; X&, X ∃ �
( 2)

� � MROP属于MOP,但相对于通常所说的MOP,MROP

在决策向量中增加了干扰向量  = (  1 , #,  n) . 由于干

扰向量的存在,使得个体的目标函数值会产生相应的

改变;也正是由于干扰向量的存在,使得求解MROP的

难度增大.

MOP不同于单目标优化问题( Single Objective Opt i�
mization Problem, SOP) , SOP的最优值只有一个, 而MOP

的最优解则是一个集合. 比较 MOP 解的优劣是基于

Pareto支配关系
[ 31]

.

定义 3 � Pareto支配关系

对于MOP,设 p 和 q 是不同的两个可行解. 如果 p

支配( dominate) q,则必须满足以下两个条件:

( 1) 对所有的子目标, p 不比 q 差, 即: f k ( p ) ∋
f k ( q ) , ( k= 1, #, r ) ;

( 2)至少存在一个子目标, 使 p 比 q 好. 即:  l ∃
{ 1, #, r } ,使 f l( p ) < f l ( q) .
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2�2 � 解的鲁棒性
所谓解的鲁棒性是指

解的抗干扰能力, 或解对

噪声的免疫能力. 即:当决

策向量 X 存在扰动向量  

时,目标函数向量同时也

会产生一个波动. 这个波

动越小, 解的鲁棒性就越

好,反之解的鲁棒性较差.下面通过图 1来说明解的鲁

棒性,从图中可以看出, f ( A ) = f ( B) ,且 A 与B 均为最

优解;当在 A 与B 上加入一个相同的扰动  时, A 的目

标值变化 !f (A )很微小, 而 B 的目标值变化 !f ( B)则

较大;这说明 A 的抗干扰能力较B 要好,即 A 的鲁棒性

比 B 要好.

2�3 � 基于�有效目标函数 的鲁棒 Pareto最优解

现在许多解决鲁棒优化问题的方法均用到了有效

目标函数,这种方法利用蒙特卡罗积分法近似估计期

望适应度.蒙特卡罗积分法需在个体的超邻域内进行

抽样,以计算样本个体的平均目标值.

2�3�1 � 有效目标函数
定义 4 � 有效目标函数
有效目标函数定义为个体决策变量的邻域内积

分,计算公式如下:

f eff(X ) =
1

B (
 

-  
f ( X) dX ( 3)

其中, X 为决策向量; B 为  �邻域, 它是一个以 2 为

边长, X 为中心的超立方体, B = { z | z i ∃ [ -  i ,  i ] } ,  

= (  1 ,  2, #,  n) .

在实际计算中,有效目标函数的计算比较困难,通

常采用蒙特卡罗法近似估计该积分. 用蒙特卡罗法求

积分时,在个体的变量区间内进行抽样, 然后得到样本

的函数值的平均值,将该平均值作为函数积分的近似

值.此种方法的正确性是基于概率论的中心极限定理.

蒙特卡罗法求积分可表示为:

f
eff
(X) =

1
H )

H

i= 1

f ( Xi ) ( 4)

式中, H 为在 B 中的抽样规模, Xi 为样本, Xi ∃ B ; ( i

= 1, 2, #, H ), f (Xi )为样本 Xi 对应的函数值.

2�3�2 � 基于�有效目标函数 的MOEA

Deb等人
[ 25]
将上述的有效目标函数延用到MROP

中,提出了两种类型的鲁棒 Pareto最优解,由于两种类

型均基于有效目标函数,这里仅分析第一类型的鲁棒

Pareto最优解.

如果一个解 X * 是式(5)所表示的多目标优化问题

的 Pareto最优解,则称 X
*
是鲁棒 Pareto最优解.

Min F eff(X ) = (f eff1 ( X) , #, f effr (X ) ) ;

Subject to X ∃ �
( 5)

� � 在上式中, � 为可行解空间, f
eff
i ( X) ( i= 1, 2, #, r )

的定义如式( 3) ,即:

f effi ( X) =
1

B (
 

-  
f i (X ) dX

在具体的计算中, f effi (X )使用蒙特卡罗法积分.

可见,这种方法就是利用有效目标函数 F eff( X )代

替原目标函数 F( X )来进行优化,为方便叙述,下文用

Eff�MOEA 表示这种基于�有效目标函数 的MOEA.

3 � 新的鲁棒 Pareto最优解的提出

� � 在这里, 我们首先对比了优化�有效目标函数 与

优化� 原目标函数 的方法区别, 分析了各自的优缺点.

进而提出新的鲁棒 Pareto最优解, 设计新的搜索鲁棒

Pareto最优解的MOEA.

3�1 � �原目标函数 与�有效目标函数 
有效目标函数 F eff( X)与优化原目标函数 F( X )存

在较大的差异,如图 2,图中细线为原目标函数曲线,粗

线为有效目标函数曲线.

从图中可以看出, 原目标

函数 f ( X ) (细线 )的全局

最优解为 C, 同时存在两

个局部最优解 A 与 B; 而

有效目标函数 f effi (X ) (粗

线)的全局最优解为 A .可

见, 优化原目标函数与优

化有效目标函数得到的最优解是不一样的.然而, 鲁棒

性最好的解应该是 D,因为 D 在受到干扰时,目标值几

乎不变.

在目前的研究中, 传统的MOEA(本文以 NSGA�!
为代表 )优化原目标函数, Eff�MOEA 优化有效目标函
数.然而,从上述分析中可知, 在鲁棒性最优与原目标

函数最优不一致的情况下,优化原目标函数 f ( X ) (传

统MOEA)只能找到质量最好的解, 找不到鲁棒性好的

解;优化有效目标函数 f effi (X ) ( Eff�MOEA) , 可以找到质

量与鲁棒性的折中解,却难以找到质量最好和鲁棒性

最好的解.也就是说,传统MOEA与 Eff�MOEA 在搜索鲁

棒 Pareto最优解时都易于丢失某些性质的解,这种缺陷

是传统MOEA与 Eff�MOEA 不可避免的.

3�2 � 新的鲁棒 Pareto最优解
在MOEA的研究中,解集的分布性(或称多样性) 是

衡量算法性能的一个重要指标,就是通过运行一次算法,

得到尽可能多的不同性质的解,这样可以为决策者提供更

多的选择.但是,传统MOEA只能找到质量最好的解,找不

到鲁棒性好的解;而Eff�MOEA只能得到鲁棒性与质量的
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折中解,难以得到质量最好与鲁棒性最好的解.

在本文中,我们认为MROP的鲁棒 Pareto最优解应

具备两个特征:一是解的质量, 另一个是解的鲁棒性.

因此,我们定义了新的鲁棒 Pareto最优解,将解的质量

与解的鲁棒性作为两个优化目标, 这样, 可将一个

MROP转化成一个两目标的 MOP 来处理.两个目标分

别对应着两个子优化问题,其中,一个子优化问题优化

解的质量;另一个子优化问题优化解的鲁棒性. 两个子

优化问题分别为式(6)与式( 7).

子优化问题一:

Min F( X) = (f 1(X) , #, f r( X) ) ( 6)

式( 6)为原目标函数, 优化该子问题的目的在于实现解

质量的最优.

子优化问题二:

Min G( X) = ( g 1(X) , #, gr( X) )

其中,gi (X ) =
1
H )

H

j = 1

f i ( X) - f i( Xj )

D( X, Xj )
, i= 1, #, r ( 7)

其中, X 为一个个体, H 为在X 的  �邻域内抽样的样本
规模, Xj 为第j 个样本个体, D ( X, Xj )为衡量 X 与Xj 距

离的量,计算公式如下:

D (X , Xj) = )
n

k= 1

X k- X k
j , k= 1, #, n ( 8)

其中, Xk 为个体X 的第k 维变量.

这样,如何处理两个子优化问题就成了解决MROP

的关键.本文将两个子优化问题转换成两个相应的目

标函数,分别为:质量目标函数 f Q(X) ,鲁棒性目标函数

f R ( X) . f Q(X)与 f R ( X)分别采用如下两种方法获得:

(1)对于式 ( 6)通过优化原目标函数来比较解的

Pareto最优性,以实现解质量的最优. 为评价当前种群

中个体质量的好坏,我们采用 Deb 等人[ 1]提出的分类排

序法对当前进化种群按 Pareto支配关系进行排序,将种

群中的个体按层次关系依次赋予个体的等级 rank= 1,

2, #.个体的质量目标函数 fQ( X)即为个体在种群的等

级,个体的质量越好, 等级越小, 所以, 非支配个体的

fQ( X)为 1,具体操作见算法 1.

(2)对于式( 7)描述的子优化问题,采用动态加权法

得到鲁棒性目标函数 f R ( X) . 因此, 新的鲁棒 Pareto最

优解可以定义为:

定义 5 � 新鲁棒 Pareto最优解

如下MOP的最优解:

Min R( X) = (f Q(X ) , f R ( X) )

其中, fQ (X) = rankQ; f R (X) = )
r

i= 1

w i [ gi ( X) ] p ( 9)

其中, rankQ为按原目标函数进行分类排序得到的个体

在种群中的等级. wi 为权值,权值是在进化过程中动态

产生的, 对每个个体都不一样, 但均满足一定条件:

)
r

i= 1

w i = 1 .在本文中,参数 p 取为 0�5.

4 � 算法设计及分析

� � 基于 3�2 节提出的鲁棒 Pareto最优解,我们设计了

一种新的搜索鲁棒 Pareto 最优解的 MOEA, 记为:

MOEA/ R.MOEA/ R中的主要操作有适应度赋值与修剪

操作.

令:第 t 代种群为 Pop( t) ,种群大小为 N,最大进化

代数为 Maxgen. 由于 MOEA/R 需分别按子优化问题

Min(f 1, #, f r)与Min R( X)进行分类排序,为加以区别,

用 rankQ 表示按Min(f 1, #, f r)进行分类排序的等级.

算法 1 � 适应度赋值: Fitness- assignment ( Pop)

Step1 � 对种群 Pop 按 Min ( f 1 , #, f r)进行分类排

序,再将 Pop中每个个体的 rankQ 赋值给相应个体的质

量目标函数( fQ) , 即 f Q= rankQ. 也就是说, 第一层非支

配集的 fQ= 1;第二层非支配集的 fQ= 2,依此类推;

Step2 � 对种群 Pop中的每一个个体,在个体相应

的  �邻域内产生H 个样本个体,计算相应的 gi ,然后动

态产生 w i ( i= 1, #, r ) ,根据式 ( 9)分别计算每一个个

体的鲁棒性目标函数 f R ( X) ;

当种群中的某一层非支配个体数超过一定规模

时,需用修剪操作去除多余个体, 同时又维护解集的分

布性.由于质量目标函数 f Q的取值为 1, 2, #,所以在种

群中,许多个体有相同的 fQ.因而修剪操作的设计是一

个很重要并且比较复杂的方面,具体操作如下:

算法 2 � 修剪操作:Truncation- operator(Pop)

Step1 � 对种群 Pop 中 rank 最大的每一个体, 计算

它们的 Rd(X ) ; Rd(X )为我们定义的一个用于衡量个

体分布距离的量,其计算式如下:

Rd(X) =
1
m
CD;

(其中 CD 的获得是 Deb[ 1]提出的聚集距离( crowding dis�
tance) ; m为种群Pop 中与个体 X 的 fQ 的相等的个体数)

Step2 � 从种群 Pop 中 rank 最大的个体中去除

Rd( X)最小的个体;

Step3 � 若 | Pop| ! N, 则结束修剪操作,否则返回

Step1继续执行;

算法 3为按一定的最优标准对种群进行分类排序

的操作.

算法 3 � 对种群 Pop分类排序: Rank- pop( Pop)

Step1 � r = 1;

Step2 � 利用 Pareto支配关系按照一定的最优标准

构造出 Pop 的非支配集, 将非支配个体的 rank (优化子

2818 � � 电 � � 子 � � 学 � � 报 2009年



问题一时为 rankQ)赋值为 r;

Step3 � 将种群 Pop 中 rank( 优化子问题一时为

rankQ)为 r 的个体从 Pop中去除;

Step4 � r= r+ 1;

Step5 � 若 Pop中所有个体的 rank(优化子问题一

时为 rankQ)均已赋值,则结束排序;否则返回 Step2继续

执行;

上面已经讨论了MOEA/ R中的主要操作,下面给

出MOEA/ R的主要算法流程.

算法 4 � MOEA/ R

Step1 � t= 1;初始化种群 Pop( t ) ; ( | Pop( t ) | = N)

Step2 � M = ∀ ; 用算法 1 中的 Fitness- assignment

(Pop( t ) )评价种群 Pop( t)中每一个个体的质量 fQ 与鲁

棒性f R ;

Step3 � 在 Pop( t )中利用锦标赛选择机制 ( tourna�
ment selection)、模拟二进制交叉[ 32, 33] ( simulated binary

crossover, SBX)以及多项式变异
[ 34]

( polynomial mutation)

产生 一个 新种 群 P; ( | P | = N ). 利用 Fitness-

assignment( P)评价种群 P中每一个个体的质量fQ 与鲁

棒性f R ;

Step4 � 将种群 Pop( t )与种群 P中的个体合并,放

入种群大小为 2N 的种群M 中; 即: M = Pop( t ) ∗ P,

( | M | = 2N) ;

Step5 � 对种群 M 利用算法 3 中的 Rank- pop( M)

按Min(f Q, f R )进行分类排序;然后依次将 M 中的 rank

= 1, rank= 2, #的个体放入种群 P∀ 中, 直到 | P∀ | > =

N .

Step6 � 若 | P ∀ | > N, 则利用算法 2 中的 Trunca�
tion- perator( P ∀ )从种群中去除| P ∀ | - N 个个体, 此时

| P∀ | = N;这样, 也就得到了下一代种群 Pop ( t + 1) ,

即:Pop( t+ 1) = P∀ ;

Step7 � t= t+ 1;

Step8 � 若 t ∀Maxgen,或终止条件满足,则结束算

法,输出 Pop( t ) ;否则返回 Step3继续执行.

5 � 实验与数据分析

� � 为了对比分析MOEA/ R 的性质,本文选取的比较

算法有传统经典MOEA:NSGA�!, 以及基于�有效目标
函数 的MOEA: Eff�MOEA.实验目的在于对比分析各算

法的性能及优缺点.在MOEA/ R与Eff�MOEA中,使用了

拉丁超立方抽样[ 35] ( Latin Hypercube Sampling, LHS) , 实

验环境的参数设置如表 1 所示.

表 1 � 实验参数设置

种群规模 进化代数 交叉概率 变异概率 抽样规模H

100 1000 0. 9 0. 1 50

5�1 � 测试问题一
该测试函数取自 Deb等人

[ 25]
文章:

� Min F( X) = { f 1(X ) , f 2( X) ; }f 1(X ) = x1 ;

f 2(X ) = h( x 1) + g(X ) S( x 1) ,

� Subject to 0 ∋ x 1 ∋ 1, - 1 ∋ x i ∋ 1, i= 2, 3, #, n ,

� where h( x1) = 1- x 2
1; g(X ) = )

n

i= 2

( 10+ x2i

- 10cos(4#x i ) ) ;

S( x 1) =
1

0. 2+ x1
+ x 2

1.

在这里, n = 5, 干扰向量  = ( 0. 007, 0�014, 0�014,
0�014, 0�014) .
� � 对测试函数一,在表 1 的实验环境下,得到的实验

结果见图 3.图 3( a)为用MOEA/R得到最终种群的( fQ,

f R )图.图中的黑点为种群中的个体,小矩形区域中的个

体为原目标函数(即:子优化问题一)的非支配个体, 即

fQ= 1;在图中, 个体 A 有很好的质量, 但是,它的鲁棒

性不如 B 和C,鲁棒性最好的个体应该是 C.图 3( b)为

用MOEA/ R、Eff�MOEA和 NSGA�!得到最终种群的鲁棒
性,图中的点为个体.可见,MOEA/R得到的解的鲁棒性

目标函数 f R 较 Eff�MOEA 和 NSGA�!要好的多,最差的

是 NSGA�!, Eff�MOEA的结果较为适中.图 3( c)给出了
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MOEA/ R、Eff�MOEA和 NSGA�!三算法得到最终种群的
原目标函数值以及原目标函数的真实 Pareto Front. 可

见,MOEA/R 既能找到质量很好的解 (与 Original Pareto

Front重合的点) ,也能找到鲁棒性很好的解(部分偏离

Original Pareto Front的点) ,当然也能找到质量与鲁棒性

的折中解 (Eff�MOEA 曲线上及其周围的点 ) . Eff�MOEA
只能找到质量与鲁棒都折中的解,难以找到质量最好

的解与鲁棒性最好的解,这与我们上文的分析是一致

的. NSGA�!得到的是原始目标的 Pareto最优解,即质量

最好的解.

5�2 � 测试问题二
该测试函数也取自 Deb等人[ 36]文章:

� Min F(X ) = {f 1( X) , f 2(X ) }

� Subject to 0 ∋ x i ∋ 1 , i= 1, 2, #, n

� f 1( X) = x 1;

� f 2( X) = g(1- f 1/ g- ( f 1/ g) sin( 10#f 1) ) ;

� g(X ) = 1+ 9 )
n

i= 2

x i / ( n- 1)

在这里, n= 30,干扰向量  i= 0. 02( i= 1, 2, #, n) .

图 4 给出了对测试函数二的相关实验结果, 图

4( a)给出了MOEA/ R优化测试函数二得到的最终种群

的质量与鲁棒性. 图 4( b )给出了三算法(MOEA/ R、Eff�
MOEA和 NSGA�!)分别优化测试函数二, 所得最终种

群的鲁棒性目标函数 f R .从图中可以看出,MOEA/ R得

到的解的鲁棒性较 Eff�MOEA 和 NSGA�!要稍好一些,

Eff�MOEA 和 NSGA�!得到的结果差不多,这可能是因

为基于� 有效目标函数 的 Pareto 边界与原目标函数的

Pareto边界的差异很小. 图 4 ( c )给出了 MOEA/R、Eff�
MOEA和 NSGA�!三算法优化测试函数二得到最终种
群的原目标函数值以及原目标函数的真实 Pareto Front.

从图中可以看出, Eff�MOEA和 NSGA�!的 Pareto 边界几

乎重合.

6 � 结论与进一步研究工作

� � 本文通过对鲁棒 Pareto最优解的性质地分析,定义

了一种新的鲁棒 Pareto最优解,提出了一种新的搜索鲁

棒Pareto最优解的MOEA(MOEA/R) ,MOEA/R将解的质

量与解的鲁棒性作为两个优化目标,将一个MROP转化

成一个两目标问题来优化,一个目标实现质量的最优,

另一目标实现鲁棒性的最优.MOEA/ R较全面的考虑到

了鲁棒 Pareto最优解的特征,探索了一种新的搜索鲁棒

Pareto最优解的思想. 通过与传统经典算法( NSGA�!)

以及基于�有效目标函数 的MOEA ( Eff�MOEA)的对比

分析,可以得到以下几个结论:

( 1)在鲁棒 Pareto最优解与原始 Pareto边界相差较

大的情况下(如测试函数一) . NSGA�!只能找到质量好
的解, 无法找到鲁棒性好的解, 这是因为设计传统

MOEA时没有考虑解的鲁棒性; Eff�MOEA可以找到质量
与鲁棒性折中的解,却容易丢失质量最好与鲁棒性最

好的解; MOEA/ R 既能找到质量最好与鲁棒性最好的

解,也能找到质量与鲁棒性都折中的解,与 NSGA�!和
Eff�MOEA 相比, MOEA/ R 得到的大部分解具有较好的

鲁棒性能(通过鲁棒性目标函数 f R 的比较) .

( 2)在鲁棒 Pareto最优解与原始 Pareto边界相差不

大时(如测试函数二) . NSGA�!与 Eff�MOEA 均收收敛
于原始 Pareto边界, MOEA/ R得到解的鲁棒性较 NSGA�
!和 Eff�MOEA要稍好.

目前关于多目标鲁棒 Pareto最优解的研究还相当

少,本文在这些研究的基础上探索了一种新的方法.基

于本文的工作,我们下一步的研究包括:

( 1)本文提出的MOEA/ R需得到进一步的完善.

( 2)测试函数是进化算法研究的重要方面,但是目

前MROP测试函数很少,且没有构造方法.因此,寻找构

造MROP测试问题的方法是有意义的.

( 3)目前,搜索鲁棒 Pareto 最优解的MOEA 的效率

普遍较低,时间复杂度较大,寻求方法来提高MOEA 的

效率是急待解决的问题.
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