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　　摘 　要 : 　本文从多层前馈神经网络的一般近似定理出发 ,证明了带有输入的非线性连续系统在有限时间段内的

输出轨迹可以被一类反馈神经网络输出神经元的状态向量近似到任何程度.
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Abstract : 　Starting from the universal approximation theorem of multilayered feed forward neural networks ,this paper proves

that the finite time trajectory of nonlinear continuous2time system with input can be approximated by the state vector of the output units

of a class of recurrent neural networks.
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1 　引言
　　近些年 ,人工神经网络理论在控制、滤波和信号处理等领

域得到了广泛的应用 [1 ,2 ] . 这些应的理论基础之一就是人工

神经网络对非线性系统的近似能力. 文章 [3 ]证明了反馈神经

网络对不带输入的非线性连续系统 Ûx = F ( x) 的近似能力. 本

文将把文[3 ]的结论推广到更一般的情形. 无疑 ,这对丰富神

经网络的近似理论具有重大的意义.

2 　一类连续型反馈神经网络

　　本文考虑含有 L 个神经元的如下形式的一类反馈神经

网络

Ûz = - αz + W1σ( z + W2 u) (1)

其中 z ∈RL 和 u ∈Rm 分别是 L 个神经元的状态向量和该神

经网络的输入向量 ; W1 ∈RL ×L是各神经元之间的互连接权矩

阵 ; W2 ∈RL ×m是输入信号对各神经元的连接权矩阵 ; 0 <α<

1 是神经元状态的延迟因子 ;σ(·) 是一个 C1 - sigmoid 向量函

数.

本文将证明 :神经网络式 (1) 的权矩阵经合适选取后 ,非

线性连续系统 Ûx = F ( x , u) 在有限时间段内的输出轨迹可以

被神经网络式 (1) 的输出神经元的状态任意逼近.

3 　反馈神经网络对非线性连续系统的近似
　　引理 :令 S < Rn 和 U < Rm 是开集 , F , �F : S ×U ϖ Rn 是

Lipschitz 连续映射 , L 是 F ( x , u) 在 S ×U 上对 x 的 Lipschitz

常数 ,且对于所有的 x ∈S 和 u ∈U 满足

‖F ( x , u) - �F ( x , u) ‖<ε (2)

如果 x ( t) 和 �x ( t) 分别是方程

Ûx = F ( x , u)和�x
·

= �F ( �x , u) (3)

的在区间 J 上满足初始条件 x ( t0) = �x ( t0) ∈S 的解 ,那么

‖x ( t) - �x ( t) ‖Φε
L

(expL | t - t0| - 1) 　t ∈J (4)

该引理的证明相似于文献 [4 ]中第十五章中定理 3 的证

明.

定理 :令 S < Rn 和 U < Rm 是开集 , X < S 和 DU < U 是紧

集 , F : S ×U ϖ Rn 是 C1 类向量函数. 非线性连续系统

　　　Ûx ( t) = F ( x ( t) , u ( t) ) , x ∈S , u ∈U ,

t ∈[0 , T ] , (0 < T < ∞) 　　　(5)

只要其初始条件 x (0) ∈X ,则对于任意的ε> 0 和任意的有界

输入 u ( t) ∈DU , t ∈[0 , T] ,都存在着一个整数 N 和一个具有

适当初始条件 z (0) 的反馈神经网络式 (1) 使得

max
t ∈[0 , T]

‖x - p ‖<ε (6)
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这里 z = ( p , h)′∈RL , p ∈Rn , h ∈RN , p 是反馈神经网络式

(1) 输出神经元的状态向量.

证明 : F : S ×U ϖ Rn 是 C1 类向量函数. 对于任何初始条

件 x (0) ∈X ,由于非线性连续系统式 (5) 的输出轨迹的连续性

和有界性 ,在区间[0 , T]上其输出轨迹点的集合 DS 是 S 的一

个紧子集.

令λ1 是紧集 DS 和开集 S 的边界5 ( S) 间的距离 ,λ2 是紧

集 DU 和开集 U 的边界5 ( U) 间的距离. 对于给定的ε> 0 ,取

η满足 0 <η< min{ε,λ1 ,λ2} . 再令

Sη= { x ∈Rn| ϖ x1 ∈DS , ‖x - x1 ‖Φη}

Uη= { u ∈Rm | ϖ u1 ∈DU , ‖u - u1 ‖Φη} (7)

则 Sη和 Uη也是紧集 ,并且 DS < Sη < S , DU < Uη < U. F ( x ,

u) 在 Sη×Uη上对 x 是Lipschitz 的. 令 L F 是 F 在 Sη×Uη上关

于 x 的 Lipschitz 常数. 取ε1 满足

0 <ε1 <
ηL F

2 (exp ( L FT) - 1)
(8)

在 Sη×Uη上本文将证明这个定理成立.

根据多层前馈神经网络的一般近似定理 [5 ] ,对于任意的

常数α,存在着整数 N , N 维阈值向量θ和矩阵 A ∈Rn ×N 、B1

∈RN ×n 、B2 ∈RN ×m使下式成立

max
x ∈Sη, u ∈Uη

‖F ( x , u) +αx - Aσ( B1 x + B2 u +θ‖<ε1 (9)

这里σ(·) 是一个 C1 - sigmoid 向量函数 ,特意选取α满足下

式 :

‖αθ‖<
ηL�G

2 (exp ( L�GT) - 1)
和|α| < L�G/ 2 (10)

上式中的 L�G是以后要定义的映射 �G : Rn + N ×Rm ϖ Rn + N 的

Lipschitz 常数.

令 x 和�x 分别为方程Ûx = F ( x , u) 和

�x
·

= - α�x + Aσ( B1 �x + B2 u +θ) (11)

的满足初始条件 x (0) = �x (0) = x0 ∈X 的解. 根据前面的引理

及式 (8) ,有

max
t ∈[0 , T]

‖x ( t) - �x ( t) ‖Φ
ε1

L F
(exp ( L FT) - 1) <

η
2

(12)

令 �y = B1 �x +θ, �z = ( �x , �y)′∈Rn + N ,则由式 (11) 可推出

�z
·

= �G(�z , u) = - α�z + W1σ(�z + W2 u) +αθ1 (13)

这 里 W1 =
0 A

0 B1 A
∈ R

( n + N) ×( n + N)
, W2 =

0

B2
∈

R ( n + N) ×m ,θ1 =
0

θ
∈Rn + N . 方程 (13) 的解向量的前 n 个元

素等价于方程 (11) 的解.

因为σ(·) 是一个 C1 - sigmoid 函数 ,映射 W1σ(�z + W2 u)

在 Rn + N ×Rm 上对 �z 是 Lipschitz 的. 设 L�G/ 2 是 W1σ( �z +

W2 u) 的 Lipschitz 常数. 另外 ,由关于常数α的条件 (10) , L�G/ 2

也是 - α�z 的 Lipschitz 常数. 所以 , L�G是 �G ( �z , u) = - α�z + W1

σ(�z + W2 u) +αθ1 在 Rn + N ×Rm 上的对�z 的 Lipschitz 常数.

考虑反馈神经网络系统

Ûz = G( z , u) = - αz + W1σ( z + W2 u) (14)

其中 z = ( p , h)′∈Rn + N , p ∈Rn 是其 n 个输出神经元的内部

状态 ; h ∈RN 是其 N 个隐藏神经元的内部状态.

利用 �G(�z , u) , G( z , u) 的表达式 (13) , (14) 和关于α的条

件式 (10) ,对于任何 z ∈Rn + N有

‖�G( z , u) - G( z , u) ‖= ‖αθ‖<
ηL�G

2 (exp ( L�GT) - 1)
(15)

因此 ,设 z 和�z 分别为反馈神经网络 (14) 和系统 (13) 对

于输入 u 的解 ,取反馈神经网络 (14) 的初始条件和系统 (13)

的初始条件相等 ,即

p (0) = x (0) 　和 　h (0) = B1 x (0) +θ (16)

那么由引理和式 (15) ,得

max
t ∈[0 , T]

‖�x - p ‖Φ max
t ∈[0 , T]

‖�z - z ‖Φη/ 2 (17)

x 是非线性系统Ûx = F ( x , u) 在区间 [0 , T ]上的输出轨迹 ,由

式 (12) 和 (17) ,得

　　max
t ∈[0 , T]

‖x - p ‖Φ max
t ∈[0 , T]

‖x - �x ‖+ max
t ∈[0 , T]

‖�x - p ‖

Φη/ 2 +η/ 2 =η<ε (18)

证毕

4 　两个推论

　　当非线性连续系统 Ûx = F ( x , u) 中的 F ( x , u) 具有一些

特殊结构时 ,它的输出轨迹可以用更简单结构形式的反馈神

经网络去逼近.

推论 1 :令 S < Rn 是开集 , X < S 是紧集 , F : S ×R ϖ Rn 是

C1 类向量函数. 非线性连续系统

Ûx ( t) = F ( x ( t) , t) , x ∈S , t ∈[0 , T ] , (0 < T < ∞) (19)

只要其初始条件 x (0) ∈X ,则对于任意的ε> 0 ,都存在着一

个整数 N 和一个具有适当初始条件 z (0) 的如下形式的反馈

神经网络

Ûz = - αz + W1σ( z) , z ∈RL (20)

使得

max
t ∈[0 , T]

‖x - p ‖<ε (21)

这里 z = ( p , h)′∈RL , p ∈Rn , h ∈RN , p 是反馈神经网络式

(20) 输出神经元的状态向量.

证明 :令 �x = ( x , t)′∈Rn + 1 ,则非线性连续系统式 (19) 能

被表示为

�x
·

= �F ( �x) (22)

这里 �F ( �x) = ( F ( x , t) ,1)′,初始条件为 �x (0) = ( x (0) ,0)′. 当

x (0) ∈X 时 , �x (0) 属于 Rn + 1的紧子集. 系统式 (22) 为不带输

入的非线性连续系统. 根据上面的定理 ,用来近似式 (22) 的反

馈神经网络 (1) 中的权矩阵 W2 = 0 ,即存在形如式 (20) 的反馈

神经网络 ,使得

max
t ∈[0 , T]

‖x - p ‖<ε

推论 2 :令 X < Rn 是紧集 , F : R ϖ Rn 是 C1 类向量函数.

非线性连续系统

Ûx ( t) = F ( t) , t ∈[0 , T] , (0 < T < ∞) (23)

只要其初始条件 x (0) ∈X. 则对于任意的ε> 0 ,都存在着一

个整数 N 和一个具有适当初始条件 z (0) 的形如式 (20) 的反
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馈神经网络使得 max
t ∈[0 , T]

‖x - p ‖<ε.

证明 :令 �x = ( x , t)′∈Rn + 1 ,则非线性连续系统式 (23) 能

被表示为 �x
·

= �F ( �x) ,这里 �F ( �x) = ( F ( t) , 1)′,初始条件为

�x (0) = ( x (0) ,0)′. 以下证明思路同推论 1.

5 　结论

　　本文证明了带有输入的非线性连续系统在有限时间段内

的输出轨迹可以被一类反馈神经网络输出神经元的状态向量

任意逼近. 所用的证明方法是一种构造性的方法 ,它从多层前

馈神经网络的一般近似定理出发 ,将一个低维的连续系统嵌

入一个反馈神经网络 ,本文得出的结果极大地丰富了神经网

络的近似理论.
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