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　　摘　要 :　本文给出了分数阶傅立叶变换 (FRFT)的定义 ,介绍了已有的几种离散 FRFT快速算法 ,并简要分析了

这几种算法的优缺点.在此基础上提出了一种新的 FRFT快速算法.该算法避开特征值与特征向量的匹配问题 ,具有

易理解、易实现、效果好等优点.并且在改变分数阶幂时不需重新计算整个过程 ,只需计算一个对角矩阵.为与其他方

法作比较 ,作者最后对几个典型信号作了计算机仿真 ,并给出其仿真结果.
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Abstract :　The definition of the Fractional Fourier Transform (FRFT) has been presented in the paper. Several fast algorithms

of discrete FRFT have been reviewed. The performances of these algorithms have been analyzed briefly. Based on this analysis ,a new

algorithm for efficient and accurate computation of FRFT is given. This algorithm needs not to consider the match between eigenvalues

and eigenvectors. There are some advantages such as easily understanding and implementing with excellent effect. And if the rotational

angle is changed ,only a diagonal matrix should be recomputed. A few simulation results for some typical signals are provided to com2
pare with previous ones by other methods in the end.

Key words :　fractional fourier transform ;hermite function ;time2frequency analysis

1　分数阶傅立叶变换的定义
　　FRFT ,也称为角度傅立叶变换 (AFT)或者旋转傅立叶变

换 (RFT) ,其定义式为 :

Xp ( u) =∫
∞

- ∞
x ( t) Bα( t , u) dt

=

1 - jcot (α)
2π ∫

+∞

- ∞
x ( t) exp j

t2 + u2

2
cot (α) - jtucsc (α) dt ,α≠nπ

x ( t) , 　　　　　α= 2 nπ

x ( - t) , 　　　　　α= (2 n±1)π

(1)

其中 p为 FRFT的阶 ,可以为任意实数 ,α= pπ/ 2 , n为整数.

FRFT的变换核为 :

Bα( t , u) =

1 - jcot (α)
2π exp j

t2 + u2

2
cot (α) - jtucsc (α) ,α≠nπ

δ( t - u) , 　　　　α= 2 nπ

δ( t + u) , 　　　　α= (2 n±1)π

(2)

注意变换核对阶次 (角度)α是完全连续的. FRFT是一种线性

算子 ,记为 Fp . Fp满足以下性质 : ①零度旋转对应信号自身 :

F0 = I , ②π/ 2 旋转对应于普通 FT: F1 = F , ③是加性算子 :

FP
1 FP

2 = Fp
1

+ p
2 = FP

2 FP
1 , ④周期性 Fp = FP + 2 kπ , k 为整数.

FRFT的详细性质 ,请参考文献[1 ] .

2　分数阶傅立叶变换的几种快速算法
　　FRFT的快速算法是近几年才开发出来的 , FRFT的出现

引起了各个领域研究人员的重视 ,在工程上也有广阔的应用

前景.目前研究 FRFT的快速算法主要有三种途径 :

(1)利用 F2α/π= ∑
3

i = 0
ai (α) Fi ,来计算离散 FRFT的核矩阵 ,

从而利用 FFT来计算离散 FRFT[2 ] .其中 F是离散傅立叶变换

核矩阵.

(2)采用分解方法[3 ] .该算法将 FRFT分解为信号的卷积

形式 ,从而利用 FFT来计算 FRFT.

(3)利用矩阵的特征值和特征向量来计算离散 FRFT[4 ,5 ] ,

详见第 3节.

这里仅对几种快速算法作简单的分析.

第一种方法中采用旋转 DFT矩阵任意角度的方法导致

了特征值与特征向量的不匹配 ,而且其离散 FRFT矩阵不满

足连续 FRFT的旋转性 ,因此不能用相同的方法计算逆

FRFT[3 ] .实际计算所产生的误差也较大 ,与连续 FRFT没有相

似的输出结果[5 ] .

第二种方法的思想比较直观 ,计算出的结果与连续 FRFT
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的输出比较接近.但它要经过一次 2倍内插和 2倍抽取 ,而且

还要进行坐标的无量纲化[3 ] ,实现起来较为烦琐.其计算复杂

度为 O ( Nlg( N) ) .

第三种方法采用特征值和特征向量的方法来计算 FRFT.

它保持了连续 FRFT的特征值2特征函数的关系 ,克服了第一

种方法中特征值与特征向量不匹配的缺点.采用了两种正交

影射的方法来计算 DFT Hermite特征向量 ,由此开发出两种快

速算法 ,即 :OPA方法和 GSA方法.这两种算法都有和连续

FRFT相近的输出结果.其计算复杂度均为 O ( N2) .

3　新的快速算法研究和性能分析

　　在第三种快速算法中 , Soo2Chang Pei 等人采用下式作为

DFRFT的核矩阵.

F2α/π= UD2α/πUT

　　=

∑
N - 1

k =0
exp ( - jkα) uku

T
k ,

∑
N - 2

k =0
exp ( - jkα) uku

T
k + exp ( - jNα) uNuT

N ,

当 N为奇数

当 N为偶数

(3)

其中 ,当 N为奇数时 ,矩阵 U = [ u0 | u1 | ⋯| uN - 1 ] ;当 N 为偶

数时 ,矩阵 U = [ u0| u1| ⋯| uN - 2| uN ].其中 uk , k = 0 ,1 ,2 , ⋯,

N是相应的 k2阶 Hermite函数的归一化特征向量 (在文献 [4 ]

中则用 uk , k = 0 ,1 ,2 , ⋯, N为 k2阶 DFT Hermite特征向量来近

似 ,在文献[5 ]中将这种计算 FRFT的方法称为 S 方法) .矩阵

D2α/π是一个对角矩阵 ,其中对角元 D2α/π
k , k = exp ( - jkα) , k = 0 ,

1 ,2 , N - 2.当 N为偶数时 , D2α/π
N - 1 , N - 1 = exp ( - jNα) ; N 为奇数

时则Δ2α/π
N - 1 , N - 1 = exp ( - j ( N - 1)α) .这种方法的关键在于使

特征值和特征向量匹配 ,为此须做烦琐的矩阵正交归一化运

算.

在本文中 ,为避开繁琐的特征值和特征向量匹配问题和

矩阵的正交归一化运算 ,直接对 FRFT进行离散化来计算

FRFT.为方便起见 ,重写 FRFT的变换核为[5 ] :

Bα( t , u) =

1 - jcot (α)
2π exp j

t2 + u2

2
cot (α) - jtucsc (α) ,

　　　　　　　　　　　　　　α≠nπ

δ( t - u) , 　　　　　　　　　　α= 2 nπ

δ( t + u) , 　　　　　　　　　　α= (2 n±1)π

= ∑
∞

n =0

e jnαHn ( t) Hn ( u) (4)

其中 Hn ( t)是 n2阶方差为 1的归一化 Hermite函数.方差为δ

的 n2阶归一化 Hermite 函数定义为 : Hn ( t) =
1

(2 nn ! πσ)

hn
t
σ exp -

t2

2σ2 ,其中 hn ( t )是为 n2阶 Hermite 多项式 ,

即 : hn ( t) = ( - 1) nexp ( t2 ) dn

dtn ( exp ( - t2 ) ) . 根据式 (4) 重写

FRFT的表达式 : Xα( u) =∫
∞

- ∞
x ( t) Bα( t , u) dt = ∑

∞

n =0

Hn ( u)

(e jnα∫
∞

- ∞
x ( t) Hn ( t) dt) .对信号 x ( t)进行 N 点的取样 (为方

便起见 ,假设 N 为奇数) ,取样间隔为 Ts = 2π/ N , Us =

2π/ N ,取样区间为 [ - Nπ/ 2 , Nπ/ 2 ] ×[ - Nπ/ 2 ,

Nπ/ 2 ].从而 :

Xα( u) = ∑
∞

n =0

Hn ( u) e jnα∫
Nπ/ 2

- Nπ/ 2
x ( t) Hn ( t) dt

T
s

= 2π/ N

= ∑
∞

n =0

Hn ( u) e jnα ∑
( N - 1) / 2

k = - ( N - 1) / 2

x ( kTs) Hn ( kTs) Ts

= ∑
∞

n =0

e jnαHn ( u) Ts�HT
nXN

U
s

= 2π/ N

u = [ - Nπ/ 2 , Nπ/ 2 ]

= ∑
∞

n =0

e jnαHn ( u) Ts�HT
nXN

= ∑
N - 1

n =0

�Hne jnαTs�HT
nXN + ∑

∞

n = N

�Hne jnαTs�HT
nXN

(当 N充分大时 ,∑
∞

n = N

�Hn·e jnα·Ts�HT
nXN ϖ0)

• Ts ∑
N - 1

n =0

e jnα�Hn�HT
n XN = Ts·HND2α/πHT

N·XN (5)

因 此 F2α/π = Ts HND2α/π HT
N , 其 中 �Hn = [ hn , - ( N - 1

2
) ,

hn , - ( N - 1
2

) + 1 , ⋯, hn , ( N - 1
2

) ] , n = 0 , 1 , 2 , ⋯, N - 1是 n2阶 Her2

mite函数的 N点取样列向量 , HN 是取样长度为 N 时的 Her2
mite函数的离散化矩阵 , XN = [ x - ( N - 1

2
) , x - ( N - 1

2
) + 1 , ⋯,

x ( N - 1
2

) ]是 N点信号列向量 , D2α/π= diag(e - j0 ,e - jα,e - j2α, ⋯,

e - j ( N - 1)α) .我们发现上面的结果与式 (3)较为相似.但不同的

是这里的 �HN 只是 Hermite函数的连续取样向量 ,而不是其归

一化的特征向量.因此避开了特征值和特征向量的不匹配问

题.在上面的推导过程中 ,引入了一个舍入误差项 ,即当 N 充

分大时 ,∑
∞

n = N

�Hn·e jnα·Ts�HT
nXN 趋于零.由于 Hermite 函数 Hn ( t)

的衰减与 tne - t
2

/ (2 nn ! πσ)成比例 ,衰减速度很快.因此

当 N充分大时 ,这种舍入误差不会影响计算精度.

问题是如何获得 Hermite 函数的取样向量. 分析 n2阶

Hermite多项式 hn ( t) = ( - 1) nexp ( t2) dn

dtn (exp ( - t2) ) ,令 f n =

dn

dtn (exp ( - t2) ) ,则有 f n = 1·exp ( - t2) , f1 = - 2 t·exp ( - t2) , f2

= (4 t2 - 2)·exp ( - t2) ⋯,我们发现 : f n = an ( t)·exp ( - t2) , n

= 0 ,1 ,2 , ⋯,其中 an ( t) , n = 0 ,1 ,2 , ⋯是多项式.对 f n + 1求导

可得 :　　　f n + 1 =
df n

dt
=

dan ( t)

dt
- 2 tan ( t) ·exp ( - t2)

= an + 1 ( t)·exp ( - t2) , n = 0 ,1 ,2 , ⋯

于是 an + 1 ( t) =
dan ( t)

dt
- 2 tan ( t) , n = 0 ,1 ,2 , ⋯利用该递推式

和Matlab(或者Mathematica)等工具的符号计算功能 ,可以预先

计算出取样长度为 N时的 Hermite函数的离散矩阵 HN ,从而

在信号实时处理时只需计算已知矩阵 HN、D2α/π的乘积 F2α/π

= TsHND2α/πHT
N ,当调整分数阶α时 ,只需重新计算 D 矩阵 ,

而不必要重新计算整个过程 ,较好地提高了它在实时计算中

的效率.该算法的计算复杂度为 O ( N2) .

该算法采用直接将连续 FRFT离散化的方法来获得离散

FRFT的核矩阵 ,思想直接而简洁.具有易理解、易实现 (对比

S方法、GSA方法和 OPA方法)等优点 ,而且与连续 FRFT有
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非常相近的输出结果.

4　几个典型信号的计算机仿真

　　利用该快速算法实际分析了两个信号 .为便于比较 ,作者

选择了一个矩形信号和一个 chirp信号. (注 :图 1、图 2中实线

表示 FRFT的实部 ,虚线表示 FRFT的虚部) .

图 1　矩形信号在不同分数阶域下的变换图. ( a)阶次为 0105时

的分数阶域幅度图; ( b)阶次为 012时的分数阶域幅度图 ;

( c)阶次为 014时的分数阶域幅度图; ( d)阶次为π/ 4时的

分数阶域幅度图(横坐标表示信号取样点个数)

图 2　Chirp信号在不同分数阶域下的变换图. ( a)原始信号幅度

图 ; ( b)阶次为π/ 6时的分数阶域幅度图 ; ( c)阶次为π/ 3

时的分数阶域幅度图; ( d)阶次为 113734时的分数阶域幅

度图. (横坐标表示信号取样点个数)

　图 3　Chirp 信号检测 (横坐标表

示信号取样点个数)

仿真实例 1 :信号取样列向量为 XT
N = [ x - 36 , x - 35 , ⋯,

x36 ] ,取样长度为 N = 73 ,其中 xk = 1 , k = - 6 , - 5 , ⋯,6 ,其余

均为零.仿真结果见图 1.

仿真实例 2 :信号取样

列向 量 为 XT
N = [ x - 15 ,

x - 14 , ⋯, x15 ] ,取样长度为

31 ,其中 xk = exp ( - j ×

0101989 k2) , k = - 15 , - 14 ,

⋯,15.仿真结果见图 2.

仿真实例 3 :信号取样

列向 量 为 XT
N = [ x - 32 ,

x - 31 , ⋯, x32 ] ,取样长度为 65 ,其中 xk = exp ( - j×010091 k2) ,

k = - 32 , - 31 , ⋯,32.背景是方差为 1的高斯白噪声 ,信噪比

SNR = 3dB.变换阶次为α= 3π/ 7.因为 chirp 信号在一定的分

数阶傅立叶变换下为一个冲击函数.仿真结果见图 3.由图 3

可以明显看出 :该算法在 SNR = 3dB时具有良好的检测 chirp

信号的能力.

5　结论

　　分数阶傅立叶变换是近二十年来发展起来的一种全新的

信号时频分析工具 ,在很多方面得到了十分广泛的应用.而其

快速算法的研究则对扩展其应用领域有着十分重要的意义.

本文提出了一种有效并能准确计算 FRFT的新算法.该算法

具有易实现、易理解、精度较高等优点.而且在改变分数阶幂

时不需要重新计算整个过程 ,较好地提高了实时计算中的效

率.我们相信 FRFT将会受到更广泛的重视 ,在信号处理领域

会有良好的应用前景.
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