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　　摘　要 :　Pareto多目标遗传算法是利用 Pareto最优的概念发展出的一种求解多目标优化问题的向量优化方法 ,

能够得到 Pareto最优解集.由于采用常规的两个体参与交叉的遗传算法 ,使整个算法耗费在小生境 (Niche)算子上的时

间太多 ,导致算法的效率较低.本文发展出多个体参与交叉的 Pareto多目标遗传算法 ,群体中的个体采用真实值表示 ,

使该算法的速度大大提高 ,同时证明了相应的模式定理 ,并提出用方差和熵来分析该算法对解群多样性的影响.最后

用算例说明了采用多个体参与交叉的 Pareto多目标遗传算法与常规算法比较的结果 ,证明了本文提出算法的优越性.

关键词 : 　遗传算法 ; 多点交叉 ; 模式定理 ; 多目标优化

中图分类号 : 　O224 , TP183　　　文献标识码 : 　A　　　文章编号 : 　037222112 (2001) 0120106204

Pareto Multiobjective Genetic Algorithm with Multiple2Chromo some s Cro ssover

ZHU Xue2jun1 ,CHEN Tong2 ,XUE Liang1 ,LI Jun1

(11School of Mechanical Engineering , Shanghai Jiaotong University , Shanghai 200030 , China ;

21Dept . of Electronic Engineering , Shanghai Jiaotong University , Shanghai 200030 , China)

Abstract :　Pareto multiobjective genetic algorithm is one kind of vector optimization methods derived from concept of Pareto op2
timal ,and the whole Pareto optimal set can be got using this method. Because conventional Pareto GA runs with two chromosomes

crossover ,it consumes much time on Niche which makes the efficency of this algorithm somewhat low. In this paper ,a new Pareto mul2
tiobjective GA with multiple2chromosomes crossover is presented ,and the individual is expressed with real2valued representations which

makes it much faster than conventional algorithms. Based on the proof of corresponding schema theorem ,variance and entropy are pro2
posed as measurements of diversity of population in genetic algorithms. The influence that the Pareto MOGA with multiple2chromosomes

crossover acts upon variance and entropy is analyzed. At last ,one example is presented to compare between method in this paper and

traditional methods so as to prove the superiority of this method.

Key words :　genetic algorithm ;multiple2chromosomes crossover ;schema theorem ;multiobjective optimization

1　两个体交叉的 Pareto多目标遗传算法的缺陷
　　多目标优化设方法经历了一个从确定性搜索算法到随机

搜索算法 ,从本质上仍是单目标优化的目标组合方法到真正

意义上的向量优化方法的过程.文献 [2 ]发展出一种 Pareto多

目标遗传算法 ,利用遗传算法的随机搜索特性和隐含并行

性[3 ] ,在简单遗传算法的基础上发展出了两个新的算子 :

Pareto解集过滤器和小生境算子 ;又在模糊集合理论的基础上

提出了处理多目标优化设计问题中约束条件的模糊罚函数

法 ;利用 Pareto最优的概念[1 ]设计了处理多目标优化问题中

群体的分级排序算法 ,并在此基础上建立了处理连续变量的

Pareto多目标遗传算法 ,能够搜索到整个设计空间并求解出

Pareto最优解集.后又提出了处理混合离散变量的离散变量圆

整算子 ,使 Paerto遗传算法能处理多种类型的变量 [4 ] .

众所周知 ,遗传算法的计算效率是其最大的缺陷 ,原因在

于遗传算法采用随机搜索方式 ,对每一代群体中个体数为 m

个的较简单问题 ,其效率几乎是传统优化方法的 1/ m .在多目

标遗传算法中 ,采用基于排挤的小生境技术来使群体保持每

一代都比前一代更靠近 Pareto最优解集的持续进化状态及群

体中的个体保持均匀分布.由于 Pareto多目标遗传算法采用

了对群体中的每个个体都要进行交叉和变异的操作 ,使得在

每一代中 ,交叉和变异的使用次数为 m/ 2次.群体的规模越

大 ,交叉和变异算子的计算量就越大 ,是 Pareto多目标遗传算

法中最耗时的部分之一.该算法虽然很有效 ,但从中可以发现

遗传算法中两个体交叉的思想是受了模拟自然界生物有性繁

殖进化的限制 ,事实上如果突破这一假定 ,采用多个体参与交

叉的方式 ,可能会使 Pareto多目标遗传算法的效率大大提高.

本文提出多个体参与交叉的 Pareto多目标遗传算法 ,群

体中的个体采用真实值表示 ,并通过证明相应的模式定理 ,分

析其对解群多样性的影响 ,初步解释了其具有较高计算效率

的原因 ,最后用算例证明了所提出算法的高效性.

收稿日期 :1999208223 ;修回日期 :2000208214

　
第 1期

2001年 1月
电　　子　　学　　报

ACTA ELECTRONICA SINICA
Vol . 29　No. 1

Jan. 　2001
　



2　多个体参与交叉的遗传算法实现方式

　　遗传算法中起核心作用的算子之一是交叉算子 .由于个

体的真实值表示与传统的二进制表示相比 ,省去了编码及译

码的过程 ,且速度和精度都有很大提高 [2 ] ,所以本文采用真实

值表示的遗传算法进行多个体交叉.本文提出的多个体参与

交叉的方式为 :每一次交叉由 b个个体参与 ,得到 b个新个

体.文献[2 ]中提出了三种针对真实值表示的交叉算子 :简单

交叉、算术交叉和启发式交叉.本文仅对算术交叉发展出多个

体的形式 ,称为多个体算术交叉 ,原因是算术交叉的计算效果

是三种交叉算子中最好的.

由两个体算术交叉的原理得到多个体参与的算术交叉的

操作方法 :对应于选出的 b个父代个体 �X i (1 Φ i Φ b)每一次

从 0到 1的均匀分布中取出 b个随机数 r1 , r2 , ⋯, rb ,共生成

b次 ,使得产生的 b个新个体 �X′i 为 :

�X′i = (∑
b

j =1

rj�X i) / b (1)

由于均匀分布的随机数列 r1 , r2 , ⋯, rb可能取的个数为

无穷多个 ,产生的新个体可能取值个数也为无穷多个.由此可

见采用新的遗传算法可明显增加解的多样性 ,从而提高计算

效率.

3　多个体参与交叉的遗传算法的模式定理

　　模式定理是遗传算法的基本定理 ,它解释了遗传算法的

有效性.若能证明多个体参与交叉的遗传算法的模式定理 ,将

会给这类遗传算法奠定一个坚实的根基.

定理 1　模式定理对多个体参与交叉的遗传算法仍然成

立 ,而且通过调整参与交叉的个体数目对模式的短小性可以

有不同要求 ,有利于快速求得 (近)最优解.

证明　假设在给定的时间步 t ,一个特定的模式 H有 m

个代表串包含在群体 A ( t)中 ,记为 m = m ( H , t) ,用 f ( H)表

示在时间步 t含模式 H串的平均适应值 ,则交配池中含 H的

串的数目为 m ( H , t)·n·f ( H) / ∑
n

j = 1
f j .定义δ( H)为模式 H的长

度 ,即从第一个确定位到最后一个确定位的数目 , l 表示染色

体串长 ,则易知在一点交叉中 ,模式 H被破坏的可能性为 Pd

=δ( H) / ( l - 1) ,那么生存概率为 Ps = 1 - Pd , a表示参与交

叉的父代个体数目 ,而多个体参与交叉的生存概率为 P( n)
s =

( P
(2)
s ) a ,因此在采用两个体一点交叉的遗传算法的下一代中

模式 H的数目为 :

　　m ( H , t + 1) = m ( H , t)·n·f ( H)·[1 -
δ( H)

l - 1
] ∑

n

j =1

f j

而在多个体参与交叉的遗传算法的下一代中模式 H的数目

为 : m ( H , t + 1) = m ( H , t)·n·f ( H)·[1 -
δ( H)

l - 1
] a ∑

n

j =1

f j

由此可得定理 1.

4　解群多样性的表示

　　可以从两个方面来理解解群的多样性 ,一种是解群的空

间分布 ,显然从这个意义上来看 ,解群的空间分布越大 ,其多

样性越强.因此本文用方差来描述解群的空间分布情况 [5 ] .

定义 1　若第 t 代解群中的个体 xi
t 由 L 个基因构成 ,即

xi
t = [ xi (1)

t , xi (2)
t , ⋯, xi ( L)

t ] , i ∈{ 1 ,2 , ⋯, N} ,定义第 t 代解群

的平均个体

�x = [ �x (1)
t , �x (2)

t , ⋯, �x ( L)
t ] (2)

其中 �x ( l)
t = ∑

N

i =1

xi ( l)
t / N ,由此定义第 t代的解群方差为

Dt = [ D
(1)
t , D

(2)
t , ⋯, D

(1)
t ] (3)

其中 D ( l)
t = ∑

N

i =1

( xi ( l)
t - �x i ( l)

t ) 2/ N , l∈{ 1 ,2 , ⋯, L} .

从定义 1可以看出方差 Dt 是L 维的行向量 ,每一个分量

表示出了解群在该维坐标上的空间分布.显然 D ( l)
t 越大 ,则

解群在第 l维坐标上的空间分布就越大.

方差仅反映出了解群的空间偏离程度 ,还不能完全刻画

出解群的多样性. 为此引入描述解群多样性的第二个量2
熵[5 ] .

定义 2　若第 t 代解群有 Q个子集 : St1 , St2 , ⋯, StQ各个

子集所包含的个体数目记为 | St1 | , | St2 | , ⋯, | StQ | 且对任意

p , q∈{ 1 ,2 , ⋯, Q} , Stp ∩Stq = < , ∪
Q

q = 1
Stq = At , At 为第 t 代解群

的集合.则定义第 t代解群的熵如下

Et = - ∑
Q

j =1

pjlog( pj) (4)

其中 pj = | Stj| / N , N为解群中个体数目.

由定义 2可知 ,当解群中所有个体都相同时 ,即 Q = 1 ,这

时熵取最小值 E = 0 ;当 Q = N时 ,熵取最大值 E = log ( N) .解

群中的个体类型越多 ,分配得越平均 ,熵就越大.对于十进制

编码 ,熵的最大值为 ED
max = log( N) ;对于二进制编码熵的最大

值为 EB
max = log(min ( N ,2L ) ) .

一般初始解群的方差和熵都很大 ,单目标优化问题中当

解群的方差和熵都很小时 ,解群收敛 ,与单目标优化问题不同

的是 ,多目标优化问题收敛时 ,由于有小生境算子的作用 ,得

到均匀分布 Pareto最优解集 ,此时解群方差很大 ,而熵很小.

5　多个体参与交叉遗传算法对解群多样性的影响

　　多个体参与交叉的遗传算法的交叉操作可以描述为随机

地从解群 x′1t , x′2t , ⋯, x′Nt 中选出 a个个体 ,依交换概率 Pc 进

行基因重组运算 ,产生解群 x″1t , x″2t , ⋯, x″Nt . Xiaofeng Qi[6 ]证明

了当解群数目无穷 ,交叉操作保证每个坐标的边缘概率密度

函数不变 ,即

gx″t ( l) ( x ( l) ) = gx′t ( l) ( x ( l) ) (5)

其中 l∈{1 ,2 , ⋯, L} .

定理 2　无论交叉操作是两个个体参与交叉 ,还是多个

个体参与交叉 ,都不改变解群的方差 , Dt = D0 . D0是初始解群

方差.

证明由式 (5) ,定理 2显然成立 .

可以证明采用多个体参与交叉的遗传算法可明显增加解
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的多样性 ,而且这种增加是指数增长的.由定理 2知道交叉操

作不改变解群的方差 ,交叉操作增加解的多样性事实上是增

加了解群的熵.而采用多个个体参与交叉的遗传算法能呈指

数快速性增加解群的熵.

定理 3　当 t ϖ∞时 ,多个体参与交叉的遗传算法的熵与

两个体参与交叉的熵相同.

证明　任意数目个体参与交叉后产生的不同类型个体都

可以通过两个体多次交叉后产生.易得定理 3.

从定理 2、3还可以看出 ,交叉操作不能保证解群的熵在 t

ϖ∞时达到最大 ,熵的变化与初始解群的分布有关 ,当初始解

群的所有个体都相同时 ,交叉操作不改变解群的熵.

6　多个体参与交叉的 Pareto 多目标遗传算法的总

体框架

　　见图 1 ,图中的虚框表示对两点交叉的 Pareto多目标遗传

算法的改进部分.原方法中每次从群体中取出两个个体进行

交叉、变异及小生境操作 ,整个群体进化一次需在这个过程中

进行 PN/ 2 ( PN为群体规模)次交叉、变异及群体分级排序等

操作 ,这也正是常规的多目标遗传算法耗时的根源所在.改用

多个体交叉后 ,在刚才的过程中仅需 PN/ r次操作 ,其中 r为

每次参与交叉的个体数.采用这种方法 ,理论上可将上述过程

中的计算时间减少到原 r/ 2.从这个结论可以假设每次参与

交叉的群体数目越多 ,这个多目标遗传算法计算的时间越短.

但实际计算中还需考虑到计算的收敛性问题 ,这将在下面的

算例中加以研究.

图 1　Pareto GA总体框架

7　算例

　　本文采用一个算例来说明多个体交叉的 Pareto多目标遗

传算法的速度和每次参与交叉的个体数之间的关系 ,以及多

个体交叉对计算效率的影响.

算例取自文献[2 ] ,为一多目标优化设计 ,其中需极小化

的两个目标为 f1 ( x)和 f2 ( x) .用 Pareto GA进行多目标优化设

计.程序中取初始群体中的个体数为 60 ,Pareto解集过滤器的

规模为 60 ,进化次数 100代 ,计算出的 Pareto最优解集中的点

的比较如图 2所示.图 3是多点交叉遗传算法 100代不同交

叉点数时计算时间的比较.程序用Matlab编制 ,在 Pentium166 ,

32M内存条件下运行.正如前面预测的那样 ,计算时间随每次

参与交叉的个体数目增加而减少.但当交叉点数超过 5点时 ,

计算结果表明收敛性下降较多 ,故不作研究.

图 2　采用多点交叉时不同交叉点数计算结果的比较

图 3　多个体交叉的遗传算法进化 100次所用

时间与参与交叉个体数间的关系

8　分析与结论

　　从计算结果可以发现 ,采用 3点交叉的计算速度比 2点

交叉提高近一倍 ,而采用 5点交叉的计算速度比 2点交叉提

高近两倍 ;

(1)从速度增长的趋势来看 ,交叉点数超过 3点以后 ,速

度增长变得平缓 ,同时从进化产生的 Pareto最优解集来看 ,交

叉点数增加后导致收敛性降低 ,需要更多的进化次数才能收

敛至全局最优解集.本文建议计算中交叉点数取 3或 4为佳.

(2)本文的理论及计算结果证明了采用多个体交叉确实

能在很大程度上提高解群的多样性 ,并且能增加计算效率.

(3)种群的多样性可以由方差和墒两个量来全面衡量 ,方

差体现了种群在搜索空间中的分布离散程度 ,墒体现了种群
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集合中不同类型个体的分布情况.

(4)多个体交叉不改变解群的方差 ,交叉操作增加解的多

样性事实上是增加了解群的熵.

多个体参与交叉的遗传算法可明显增加解的多样性 ,而

且这种增加是指数增长的.
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时间安排

收论文截止时间 :2001年 3月 30日 ;发录用通知 :2001年 4月 20日前 ;会议时间 :2001年 6月.

投稿地址

100036　北京 165信箱 ,章珠凤 ,电话 : (010) 68283457　Fax : (010) 68283458
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