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摘 要： 针对电阻电容电感分路的约瑟夫森结耦合的阵列，当驱动电流的相位差为零时，分析了对称振子之
间完全同步流形及其稳定性．当相位差不为零时，计算了误差系统随相位差变化的分岔图和李雅普诺夫指数曲线，发
现相位差破坏了振子对之间的完全同步，但却可以抑制系统中的混沌．理论上讨论了约瑟夫森结阵列中延迟同步的存
在性，发现距离较远的振子对之间的延迟同步化程度较高，而振子数较少的阵列中无法建立延迟同步，同时还得到了

同步建立时的延迟时间与驱动电流相位差之间满足的关系式．
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１ 引言
超导约瑟夫森结（Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎ）具有噪声低、功

耗小、频率高和速度快等特点，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结及相关电路
在电压标准，超导量子干涉仪，可调谐振器和静噪电路

等方面得到了很好的应用［１～７］．特别是将Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结经
过耦合而构成的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结阵列，由于其在诸多领域
如毫米和亚毫米波信号源、可调谐滤波器、量子比特器

件以及数字电路系统等有很好的应用前景，因此一直以

来备受学者关注［８～１１］．另一方面，为了进一步考虑在高
频率和高临界电流环境中 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结分路中的电感效
应，Ｗｈａｎ等人将电阻电容分路结模型作了改进，提出
了一种电阻电容电感分路结（ｒｅｓｉｓｔｉｖｅｃａｐａｃｉｔｉｖｅｉｎｄｕｃ
ｔｉｖｅｓｈｕｎｔｅｄｊｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＣＬＳＪ）模型［１２，１３］，发现当采用ＲＣＬＳＪ
模型后，数值计算与实验测量得到的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的 Ｉ－
Ｖ特性曲线吻合得较好［１４］．随后，Ｗｈａｎ和 Ｃａｗｔｈｏｒｎｅ等

人进一步研究发现即使在直流偏置下，ＲＣＬ分路的
Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结中也存在着分岔、混沌等丰富的非线性动力
学行为［１３～１５］．近年来，关于 ＲＣＬ分路 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结中混
沌的控制与同步研究也有报道［１６～１８］．然而，目前对基于
ＲＣＬＳＪ模型的Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结阵列中的耦合同步行为，特别
是系统中延迟同步的理论分析，尚未见到相关报道．

本文以一类由 ＲＣＬＳＪ构成的非自治 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结阵
列为研究对象，首先通过计算系统的横向 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数，分析了当外部交流驱动电流之间的相位差为零时系

统中的完全同步化行为；然后，考虑驱动电流相位差不

为零的情况下，通过计算误差系统的分岔图及 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数，分析了系统中的周期相同步行为；最后，在理论上

分析了驱动电流相位差不为零时，系统中延迟同步流形

的存在性以及建立同步的延迟时间与相位差之间的对

应关系，数值结果很好地验证了理论分析结论．
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２ 非自治约瑟夫森结阵列模型及方程

考虑如图１（ａ）所示交流驱动下 Ｎ个 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结
通过电阻耦合阵列，这里 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结均采用 ＲＣＬＳＪ模
型，其等效电路如图１（ｂ）所示．

图中 Ｉｅｘｔ１＝Ｉａｃｃｏｓ（Ω０ｔ０）、Ｉｅｘｔ２＝Ｉａｃｃｏｓ（Ω０ｔ０＋θ）为
外部偏置电流．设α、Ｖ分别为 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的结电压和
位相差，Ｉｃ为 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的临界电流，ＲＶ为隧道结的
本征电阻．并作如下归一化处理：ｔ＝ωｃｔ０，ωｃ＝２ｅＩｃＲＬ／
；ｖ＝Ｖ／（ＩｃＲＬ），ｉａｃ＝Ｉａｃ／Ｉｃ，ｉＬ＝ＩＬ／Ｉｃ；ω０＝Ω０／ωｃ．则描
述图１（ａ）所示Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结阵列模型的方程的向量形式
为

ｘ１＝ｆ（ｘ１）＋ｕ１（ｔ）＋Ｄ（ｘ２－ｘ１）


ｘｊ＝ｆ（ｘｊ）＋Ｄ（ｘｊ－１－２ｘｊ＋ｘｊ＋１）


ｘＮ＝ｆ（ｘＮ）＋ｕ２（ｔ）＋Ｄ（ｘＮ－１－ｘＮ













）

（１）

其中：ｘｊ＝（ｖｊ，ｉＬ，ｊ，αｊ）Ｔ，ｊ＝１，２，…，Ｎ；ｕ１＝（ｉａｃｃｏｓ
（ω０ｔ），０，０）Ｔ／βＣ，ｕ２＝（ｉａｃｃｏｓ（ω０ｔ＋θ），０，０）

Ｔ／βＣ，θ为
两个驱动电流源之间的相位差；Ｄ＝ｄｉａｇ（ｄ，０，０）且 ｄ＝
ＲＬ／（βＣＲｃ）．非线性函数 ｆ（ｘ）的形式为

ｆ（ｘ）＝
（－ｇｖ－ｉＬ－ｓｉｎα）／βＣ
（ｖ－ｉＬ）／βＬ{
ｖ

（２）

无量纲参数：βＣ＝２ｅＩｃＲ
２
ＬＣ／，βＬ＝２ｅＩｃＬ／，ｇ＝ＲＬ／ＲＶ．

３ 约瑟夫森结阵列中的完全同步行为分析

为了方便分析 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结阵列中完全同步化流形
的存在及其稳定性，不失一般性，首先考虑 Ｎ＝３时的
情形．从式（３）可知，当θ＝０时耦合系统是对称的，即
交换状态变量 ｘ１、ｘ３其形式保持不变，因此必然存在完
全同步化流形：ｘ１＝ｘ３．定义误差系统 ｅ１，３（ｔ）＝（ｅ１１，３，
ｅ２１，３，ｅ３１，３）Ｔ＝ｘ１（ｔ）－ｘ３（ｔ），并令 ｅ１，３（ｔ）＝ ｅ１，３（ｔ

 

），若

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ１，３（ｔ）＝０，则 ｘ１与 ｘ３达到完全同步．根据图３（ａ）

和（ｃ）可得误差系统 ｅ１，３（ｔ）在原点处的线性化方程为

δｅ１，３＝（Ａ－Ｄ）δｅ１，３ （３）
其中 Ａ＝ｆ（ｘ１）／ｘ１．我们通过计算Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的方
法来确定同步流形的稳定性，对应式（３）的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数称为横向Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，其定义为［１９］

λ
ｔｒ＝ｌｉｍ

ｔ→∞

１
ｔｌｎ

δｅ１，３（ｔ）
δｅ１，３（０）

（４）

当最大横向 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数λｔｒ１＜０时，同步流形稳
定，建立同步化的临界条件由λ

ｔｒ
１＝０得到．

通过数值计算得到系统最大横向 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随
耦合强度的变化曲线，结果如图２所示．所有数值计算
均采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ积分算法，步长 ｈ＝０００１，取相
互靠近但不相等的初值 ｘ１（０）、ｘ２（０）和 ｘ３（０）．Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ
结的参数取自文献［９，１０］中的实验数据：βＣ＝０７０７，βＬ
＝２６８，ｇ＝００４７８．驱动电流参数为ω０＝１，ｉａｃ＝１３５．
从图中得知临界耦合强度为 ｄｃ≈０４１４；当 ｄ＞０４１４
时，λ

ｔｒ
１＜０，同步流形稳定．

图３给出了不同耦合强度下系统的同步情况．耦合
ｄ＝０时，ｘ１、ｘ３在各自的混沌轨道上运行，其吸引子如
图３（ａ）所示．当 ｄ＞ｄｃ时，ｘ１、ｘ３达到混沌同步，但对
比图３（ａ）和图３（ｃ）可以看出，此时混沌同步流形并不
是 ｘ１和 ｘ３的本征混沌流形（无耦合时）．其原因是 ｘ１
和 ｘ３即使达到同步，由式（３）知 ｘ１和 ｘ３的状态方程中
耦合项仍然不等于零，它们始终受到 ｘ２的影响，因此
其吸引子必然与无耦合时的混沌吸引子形状有所不

同．
ｘ１和 ｘ３在 ｄ＞ｄｃ时能完全同步，而 ｘ１与 ｘ２却不

可能完全同步，原因是其误差系统方程
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ｅ１１，２＝
１
βＣ
［－ｇｅ１１，２－ｅ２１，２－２ｃｏｓ

α１＋α２
２ ｓｉｎ

ｅ３１，２
２ ＋ｉａｃｃｏｓ（ω０ｔ）］

－３ｄｅ１１，２
ｅ２１，２＝（ｅ１１，２－ｅ２１，２）／βＬ
ｅ３１，２＝ｅ１１，２ （５）
其中含有交流项，显然误差系统不存在平衡态（０，

０，０），所以 ｘ１与 ｘ２无法完全同步．
一般地，由 Ｎ个 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结构成的阵列，当 Ｎ为

偶数时，系统中存在 Ｎ／２个同步解；Ｎ为奇数时，则存
在（Ｎ－１）／２个同步解．图４所示是分别取 Ｎ＝６和 Ｎ
＝７时，阵列中结电压的时间序列．从图中可知，Ｎ＝６
和 Ｎ＝７时系统均有３个不同的稳定同步解，而且处于
不对称位置的振子之间不同步．

４ 相位差θ对系统同步的影响

４．１θ≠０时系统的周期行为及相同步
从上面的分析可知，当驱动电流的相位差θ＝０

时，系统中处于对称位置的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结之间存在着完
全同步流形．下面考虑θ≠０时的情形，首先仍然取 Ｎ
＝３，则误差系统

ｅ１１，３＝
１
βＣ
［－ｇｅ１１，３－ｅ２１，３－２ｃｏｓ

α１＋α３
２ ｓｉｎ

ｅ３１，３
２

＋２ｉａｃｓｉｎθ２ｓｉｎ（ω０ｔ＋
θ
２）］－ｄｅ

１
１，３

ｅ２１，３＝（ｅ１１，３－ｅ２１，３）／βＬ
ｅ３１，３＝ｅ１１，３

（６）

含有交流项，所以θ≠０时系统中任何两个振子之间均
不能达到完全同步．

为了进一步分析相位差对系统同步的影响，我们

计算了误差系统随θ变化的分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲
线，结果如图５所示，其中 ｅ１１，３（ｎＴ）是指以驱动电流的
周期 Ｔ＝２π／ω０为时间间隔截取 ｅ１１，３（ｔ）时间序列得到
的一系列点．从图５（ａ）和（ｃ）得知，当 ｘ１和 ｘ３处于混
沌同步时（ｄ＝０６），相位差使其去同步，此时最大横向
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数λｔｒ１＞０，误差系统作振荡运动．

特别值得注意的是，这时误差系统中存在丰富的

周期行为，对应于图５（ａ）中的周期区域和图５（ｃ）中λｔｒ１
≈０的区域，在这些区域，系统所有振子均作周期运动．
从图５（ａ）中可以找到周期１、２、３、４等运动形式，相位
差的存在虽然破坏了系统中的完全同步，但却能抑制

系统中的混沌．而且，相位差这种抑制混沌的作用在系
统没有达到混沌同步（ｄ＝０３）的时候同样有效，如图
（ｂ）和（ｄ）所示，对比图５（ａ）和（ｂ）发现此时没有周期１
运动，相位差抑制混沌的作用有所减弱．图６（ａ）和（ｂ）
分别给出了对应图５的两组参数值下系统中周期１和
周期２运动的时间序列．当系统中的振子均以相同周期
作周期振荡，这显然可以看成是一种相同步．在图５（ａ）
中的周期区域，系统所有振子是周期相同步的．

４２θ≠０时系统的延迟同步化
下面分析 Ｎ较大（Ｎ＞３）时，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结阵列中的

延迟同步现象．不失一般性，首先假设 Ｎ为奇数，则阵
列关于对称轴分成（Ｎ－１）／２个振子对．由于耦合项和
非线性项仅在每个振子状态方程组中的第一个方程中

出现，因此为了书写简便且不影响分析结果，以下列写

各个振子状态方程时仅写出其中第一个方程．阵列中
距离最远的振子对（１，Ｎ）的状态方程如下
ｖ１（ｔ）＝（－ｇｖ１（ｔ）－ｉＬ，１（ｔ）－ｓｉｎα１（ｔ）＋ｉａｃｃｏｓ（ωｔ））／βＣ

－ｄ（ｖ１（ｔ）－ｖ２（ｔ）） （７ａ）
ｖＮ（ｔ）＝（－ｇｖＮ（ｔ）－ｉＬ，Ｎ（ｔ）－ｓｉｎαＮ（ｔ）＋ｉａｃｃｏｓ（ωｔ＋θ））／βＣ

－ｄ（ｖＮ（ｔ）－ｖＮ－１（ｔ）） （７ｂ










）

对式（７ａ）作变量代换 ｔ＝ｔ＋（２ｋπ＋θ）／ω０＝ｔ′，则有
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ｖ１（ｔ′）＝（－ｇｖ１（ｔ′）－ｉＬ，１（ｔ′）－ｓｉｎα１（ｔ′）＋ｉａｃｃｏｓ（ωｔ＋θ＋２ｋπ））／βＣ
－ｄ（ｖ１（ｔ′）－ｖ２（ｔ′）） （８ａ）

ｖＮ（ｔ）＝（－ｇｖＮ（ｔ）－ｉＬ，Ｎ（ｔ）－ｓｉｎαＮ（ｔ）＋ｉａｃｃｏｓ（ωｔ＋θ））／βＣ
－ｄ（ｖＮ（ｔ）－ｖＮ－１（ｔ）） （８ｂ










）

其中 ｋ＝０，１，２，…．通过对比式（８ａ）、（８ｂ）得知，当
ｖ２（ｔ′）＝ｖ２（ｔ＋（２ｋπ＋θ）／ω０）＝ｖＮ－１（ｔ）成立时，存在
延迟同步流形 ｖ１（ｔ′）＝ｖ１（ｔ＋（２ｋπ＋θ）／ω０）＝ｖＮ（ｔ），
即振子对（１，Ｎ）存在延迟同步的前提是振子对（２，Ｎ－
１）达到延迟同步．依此类推，可得最靠近的振子对（（Ｎ
－１）／２，（Ｎ＋３）／２）的方程为
ｖ（Ｎ－１）／２（ｔ′）＝（－ｇｖ（Ｎ－１）／２（ｔ′）－ｉＬ，（Ｎ－１）／２（ｔ′）－ｓｉｎα（Ｎ－１）／２（ｔ′））／βＣ

＋ｄ（ｖ（Ｎ－３）／２（ｔ′）－２ｖ（Ｎ－１）／２（ｔ′）＋ｖ（Ｎ＋１）／２（ｔ′））
（９ａ）

ｖ（Ｎ＋３）／２（ｔ）＝（－ｇｖ（Ｎ＋３）／２（ｔ）－ｉＬ，（Ｎ＋３）／２（ｔ）－ｓｉｎα（Ｎ＋３）／２（ｔ））／βＣ
＋ｄ（ｖ（Ｎ＋１）／２（ｔ）－２ｖ（Ｎ＋３）／２（ｔ）＋ｖ（Ｎ＋５）／２（ｔ））

（９ｂ













）

假设此时振子对（（Ｎ－３）／２，（Ｎ＋５）／２）已达到延
迟同步，即有 ｖ（Ｎ－３）／２（ｔ′）＝ｖ（Ｎ＋５）／２（ｔ）．而在一般情况
下 ｖ（Ｎ＋１）／２（ｔ′）≠ｖ（Ｎ＋１）／２（ｔ），所以由式（９）可知不存在
同步流形 ｖ（Ｎ－１）／２（ｔ′）＝ｖ（Ｎ＋３）／２（ｔ），即振子对（（Ｎ－
１）／２，（Ｎ＋３）／２）不能达到延迟同步．

定义延迟同步误差：Δｊ＝ｖｊ（ｔ′）－ｖｊ（ｔ），ｊ＝１，２，…，
（Ｎ－１）／２．实际上由于Δ（Ｎ－１）／２≠０，将导致Δ（Ｎ－１）／２，
Δ（Ｎ－３）／２，…Δ１都不等于零，即阵列中各振子对均不能

达到严格的延迟同步．但是，通过大量的数值仿真，我
们发现距离较远的振子对之间有很好的延迟同步化行

为．进一步分析其原因，我们认为是耦合振子系统中的
扩散（耦合）作用使局部反应导致的空间不均匀性趋于

均匀，阵列中距离最近的振子对的同步误差在向两边

扩散过程中逐渐减小．当达到处于边界的振子对时，该
误差已趋近于零．因此，距离越远的振子对之间的延迟
同步化程度越高．而振子数较少的系统中则不能建立
延迟同步，如图６所示 Ｎ＝３时的结果，显然振子（１，３）
之间没有达到延迟同步．另外，由上面的分析知延迟同
步发生的延迟时间τ０满足

τ０＝（２ｋπ＋θ）／ω０ （１０）
当 Ｎ为偶数时可得到类似的结论．

系统中的延迟同步行为可以用相似函数来定量刻

画，相似函数 Ｓ（τ）定义如下［１９］

Ｓｉ，ｊ（τ）＝
〈（ｖｉ（ｔ＋τ）－ｖｊ（ｔ））２〉
（〈ｖ２ｉ（ｔ）〉〈ｖ２ｊ（ｔ）〉）１／槡 ２ （１１）

式中〈·〉表示长时间平均，并令σｉ＝ｍｉｎ（Ｓｉ，ｊ（τ））．图 ７
所示是取不同θ值时 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结阵列中延迟同步行为
的仿真结果，其中 Ｎ＝７，ｄ＝０６，其它参数取值同上．
从图７（ａ）中得知σ１＝６１×１０－３、σ２＝２６４×１０－２、σ３＝
１７８６×１０－１，所以振子对（１，７）的延迟同步化程度最
高，振子对（２，６）次之，而振子对（３，５）之间没有建立起
延迟同步化．延迟时间τ０＝１２６＝θ／ω０，满足关系式
（１０）．图７（ｂ）同样也显示出振子对由外及内其延迟同
步化程度逐步减弱，且延迟同步建立的延迟时间τ０＝
８４８＝（２π＋θ）／ω０，同样满足关系式（１０）．图 ７（ｃ）和
（ｄ）分别是对应图７（ａ）和图７（ｂ）在延迟相空间中的同
步相图．以上数值计算结果与理论分析相吻合．

５ 结论

本文针对一类交流驱动下由 ＲＣＬ分路的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ
结构成的阵列，通过理论分析和数值计算的方法讨论

了系统中丰富的同步行为，得到如下结论：当外部驱动

电流的相位差为零时，系统中处于对称位置的振子之

间存在完全同步流形，而且当对应的最大横向 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数小于零时该同步流形稳定；当驱动电流的相位差

不等于零时，系统中出现了丰富的周期相同步

现象，相位差一方面破坏了系统中的完全同

步，但另一方面却抑制了系统的混沌；当相位

差不等于零时系统中对称的振子对之间存在

延迟同步化现象，距离越远的振子对之间的延

迟同步化程度越高，振子较少（Ｎ≤３）的阵列
中不能建立起延迟同步，而且建立同步化的延

迟时间与外部驱动电流的相位差之间有确定

的对应关系，该分析结果具有一般性．
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