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摘 要： 一个约束描述了一个应该被满足的关系，一旦用户已经定义了一系列的关系，那么在修改参数之后，系

统会自动选择合适的状态来满足约束．在将几何约束问题的约束方程组转化为优化模型的时候，引入一种利用元胞演
化规律和蚂蚁寻优特点的离散元胞蚂蚁算法．离散元胞蚂蚁算法是一种新型的仿生算法，它利用元胞在离散元胞空间
的演化规律和蚂蚁寻优的特点，为解决实际问题提供了一种优化方法．实验表明，该方法可以比较有效的处理几何约
束问题．
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１ 引言

几何约束求解问题是当前基于约束设计研究中的

热点问题．一个约束描述了一个应该被满足的关系，一
旦用户已经定义了一系列的关系，那么在修改参数之

后，系统就会自动选择合适的状态来满足约束，这种思

想方法叫做基于约束的模型．如今国内外很多学者运用
数值计算理论、人工智能理论、图论、自由度分析理论等

对约束求解进行了深入的研究，归纳起来主要有整体求

解法、稀疏矩阵法、连接分析法、规约构造法、约束传播

法、符号代数法和辅助线法等［１］．
几何约束问题的约束方程组可转化为优化模型，因

此约束求解问题可以转化为优化问题．为了兼顾算法的

快速性和全局性，本文使用了一种离散元胞蚂蚁算

法［２］．蚂蚁算法是受到对真实蚁群行为的研究的启发而
提出的，它是群体智能系统的最成功的例子之一，已被

应用到从典型的旅行商问题到通信网络中线路问题等

许多类型的问题．蚂蚁这样的视盲动物在寻找从其巢穴
到食物源的最短路径时，通过释放带有气味的被称作信

息素（ｐｈｅｒｏｍｏｎｅ）的分泌物来交流路径信息和决定选择
哪条路径．它们作为一个群体所表现出来的行为是一种
自催化（ａｕｔｏｃａｔａｌｙｔｉｃ）行为．因此，整个过程具有正反馈
环的特征：一只蚂蚁选择某一条路径的概率以前选择这

一条路径的蚂蚁数量的增大而增大．但是蚂蚁算法依赖
于初始值，如果初始值极大地偏离全局最优解，而进入

另外一个局部最优解的域，这时就无法找到去全局最
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优解的路，而越偏越远．显然，我们需要找到一种方法
来跳出局部最优解，进而找到全局最优解．为了兼顾算
法的快速性和全局性，我们引入离散元胞蚂蚁算法．元
胞自动机是冯诺伊曼最早提出，沃尔夫勒姆等人使其

成为一种可模拟复杂结构和过程的模型［３］，并已应用

于许多实际领域［４～６］．离散元胞蚂蚁算法是一种新型的
仿生算法，它利用元胞在离散元胞空间的演化规律和

蚂蚁寻优的特点，为解决实际问题提供了一种优化方

法．实验表明，离散元胞蚂蚁算法可以很好地求解几何
约束问题．

２ 几何约束求解

从人工智能的角度来看［７］，设计问题本质上是一

个约束满足问题．在诸多设计约束中，几何约束最具有
基础性，它是表达其它设计约束的基础，也是约束管理

和求解技术中必须优先解决的问题．求解一个几何约
束问题的最终目的是确定几何图形中每一个几何体的

具体坐标位置．如果一个几何体的约束度（ｄｅｇｒｅｅｏｆｅｄｇｅ
ｇｅｎｅｒａｔｅ，ＤＥＧ）小于其自由度（ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍ，ＤＯＦ），则
该几何体可以通过与之有约束关系的几何体的位置来

确定．
对于约束问题可以形式化为（Ｅ，Ｃ）［８］，其中 Ｅ＝

（ｅ１，ｅ２，……，ｅｎ），表示几何元素，如点、线、圆等；Ｃ＝
（ｃ１，ｃ２，… ，ｃｍ），ｃｉ表示加在这些几何元素之间的约
束．由于一般一个约束对应一个代数方程，因此约束可
以表示为

ｆ１（ｘ０，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝０
…

ｆｍ（ｘ０，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
{

＝０
（１）

Ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ）
ｘｉ为几何元素ｅｉ的一些参数值，如 ２维点可以表

示为（ｘ１，ｘ２）．约束求解就是求出 Ｘ满足式（１）．

令 Ｆ（Ｘｊ）＝∑
ｍ

１
｜ｆｉ｜ （２）

显然若有 Ｘｊ满足Ｆ（Ｘｊ）＝０，则 Ｘｊ满足式（１）．因此
约束求解问题可以转化为优化问题，只需求ｍｉｎ（
Ｆ（Ｘｊ））＜ε就可以了，ε是某个阈值．为了提高算法的
速度，我们用 ｆｉ的绝对值的和，而不是平方和来表示约
束方程组．由式（２）以及用离散元胞算法求解 ｍｉｎ
（Ｆ（Ｘｊ））＜ε知道，并不要求 ｍ＝ｎ，因此该方法显然可
以求解欠约束问题和过约束问题．

３ 离散元胞蚂蚁算法原理

３．１ 元胞自动机原理

元胞自动机是一个时间、空间离散的动力系统．元
胞自动机由规则网格中的元胞组成，每个元胞的状态

是 ｋ个有限状态之一．元胞自动机中的元胞状态依据
一个已定义的局部规则同步更新．从集合论角度元胞
自动机有着严格地描述和定义［９］．用数学符号来表示，
标准的元胞自动机是一个四元组：

Ａ＝（Ｌｄ，Ｓ，Ｎ，ｆ）
这里，Ａ代表一个元胞自动机系统；Ｌ表示元胞空间，ｄ
是一正整数，表示元胞自动机内元胞空间的维数；Ｓ是
元胞的有限、离散状态集合；Ｎ表示一个邻域内所有元
胞的组合（包括中心元胞）；ｆ表示将ＳＮ映射到Ｓ上的
一个局部转换函数．可以记为：

ｆ：ＳＮｔ→Ｓｔ＋１
对元胞空间内的所有元胞，独立施加上述局部函数，则

可得到全局的演化．
３．２ 离散元胞蚂蚁算法原理

以ＴＳＰ问题为例，阐述离散元胞蚂蚁算法的数学
描述．Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为赋权图，Ｖ顶点集，Ｅ为边集，ａｒｃ（ｉ，
ｊ）连结 ｉ和ｊ节点，并且有赋值 ｄｉｊ＝ｄ（ｉ，ｊ）．经典的 ＴＳＰ
问题可写为如下的数学规划模型

ｍｉｎＺ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊｘｉｊ （３）

ｓｔ

∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ＝１， ｉ∈ Ｖ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ＝１， ｊ∈ Ｖ

∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ≤｜Ｓ１｜－１， Ｓ１ Ｖ，ｘｉｊ∈｛０，１











 ｝

定义 １ 给定城市元素的集合 Ｃ＝｛ｃ１，ｃ２，…，
ｃｎ｝，则 Ｃ中的任意排序组合的集合为元胞空间，可表
为：

Ｌ＝｛ＣｅｌｌＸ＝（ｃ１，…，ｃｉ，…，ｃｊ，…，ｃｎ）｜，
ｃｉ∈Ｃ，ｃｉ≠ｃｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ｝

其中每一个组合 ＣｅｌｌＸ为元胞．
定义２ 元胞邻居采用扩展Ｍｏｏｒｅ邻居类型

ＮＭｏｏｒｅ＝｛ＣｅｌｌＹ｜ｄｉｆｆ（ＣｅｌｌＹＣｅｌｌＸ）≤ｒ，ＣｅｌｌＸ，ＣｅｌｌＹ∈Ｌ｝
其中ｄｉｆｆ（ＣｅｌｌＹＣｅｌｌＸ）≤ｒ为两个组合排序的差异，若无
差异为０，有差异时，最小为２．ｒ为差异的程度，现 ｒ为
２．

定义３ 蚂蚁的相邻结点的转移概率定义为

Ｐｉｊ＝
［τｉｊ］

α［ηｉｊ］
β

∑
ｋ
［τｉｋ］

α［ηｉｋ］
β

（４）

其中，ηｉｊ为边弧（ｉ，ｊ）的能见度（ｖｉｓｉｂｉｌｉｔｙ），即１／ｄｉｊ，τｉｊ为
边弧（ｉ，ｊ）的轨迹强度（ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ），α为轨迹的相对重要
性（α≥０），β为能见度的相对重要性（β≥０）．

定义 ４ 信息素强度更新方程为：τ
ｎｅｗ
ｉｊ ＝ρτ

ｏｌｄ
ｉｊ

＋∑ ｋΔτｋｉｊ，其中，Δτｋｉｊ为蚂蚁ｋ于边弧（ｉ，ｊ）上留下的
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单位长度轨迹信息素数量，

Δτ
ｋ
ｉｊ＝

Ｑ／ｄｉｊ， 若（ｉ，ｊ）在最优路径上；
０{
， 其它

（５）

Ｑ为体现蚂蚁所留轨迹数量的一个常数，ρ体现强
度的持久性（０≤ρ＜１）．

定义５ 元胞演化规则，依据元胞邻居的定义计算

其邻居的目标解，比较元胞和其邻居的差异，选择最好

的目标解．
于是，元胞蚂蚁算法主要步骤可用描述如下：

Ｓｔｅｐ１ ｎｃ←０；（ｎｃ为迭代步数或搜索次数）各τｉｊ
和Δτｉｊ的初始化，将 ｍ个蚂蚁置于ｎ个顶点上；

Ｓｔｅｐ２ 将各蚂蚁的初始出发点置于当前解集中；

对每个蚂蚁 ｋ（ｋ＝１，…，ｍ），按概率 ｐｋｉｊ移至相邻结点
ｃｊ，将顶点 ｊ置于当前解集；

Ｓｔｅｐ３ 计算各蚂蚁的目标函数值 Ｚｋ（ｋ＝１，…，
ｍ），记录当前的最好解；
Ｓｔｅｐ４ 按元胞邻居的定义，在邻居范围内演化，

记录最好解；

Ｓｔｅｐ５ 按更新方程修改轨迹强度；

Ｓｔｅｐ６ 对各边弧（ｉ，ｊ），置Δτｉｊ←０；；ｎｃ←ｎｃ＋１；
Ｓｔｅｐ７ 若 ｎｃ＜预定的迭代次数且无退化行为 （即

找到的都是相同解），则转步骤２；
Ｓｔｅｐ８ 输出目前的最好解．

４ 实验结果

图１和图２中，（ａ）是设计的原图，（ｂ）是有部分尺
寸或者角度有了变化后用离散元胞蚂蚁算法进行求解

得到的新的图形．从图１和图２可看出，在用户绘完图
形后，可以随时修改尺寸值，系统会实时地按照新的尺

寸值更新图形，从而能够方便地实现图形的修改和系

列零件的创建．通过离散元胞蚂蚁算法可以实现比较
准确的几何约束求解．

表１是离散元胞蚂蚁算法求解图１中几何约束问
题的实验结果数据，它和表２基本蚂蚁算法求解该几何
约束问题的实验结果数据相比，不仅进化代数大大减

少，而且在ρ固定的情况下，可以反复迭代，不会陷入

局部最优，并且求解精度也大大提高．

表１ 离散元胞蚂蚁算法求解的实验结果

α β ρ 离散元胞蚂蚁算法进化代数

１ １ ０．８ ４８
１ ２ ０．８ ４６
２ １ ０．８ ５２
２ １ ０．８ ４４
２ ２ ０．８ ５６
２ ３ ０．８ ５４
５ ５ ０．８ ４４

表２ 基本蚂蚁算法求解的实验结果

α β ρ 蚂蚁算法进化代数

２ ２ ０．５ ３５２
１ ２ ０．５ ３４２
２ ２ ０．９ ３４４
５ ２ ０．９ ３３８

５ 结束语

几何约束求解问题一直是参数化设计的核心内

容．几何约束求解实现的好坏是参数化设计系统优良
的关键．本文将几何约束问题的约束方程组转化为优
化模型，因此约束求解问题转化为优化问题．提出了一
种求解几何约束问题的离散元胞蚂蚁算法．它利用元
胞在离散元胞空间的演化规律和蚂蚁寻优的特点，为

解决实际问题提供了一种优化方法．实验表明，离散元
胞蚂蚁算法可以很好地求解几何约束问题．
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