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摘 要： 实际工业ＣＴ系统很难满足经典ＣＴ图像重建公式所要求的射线源焦点、转台中心及线阵探测器之间
严格的对准关系．不满足对准关系将导致经典ＣＴ图像重建公式所重建的图像中出现几何伪影．本文引入可以描述一
般情况下ＣＴ扫描几何关系的一组几何参数，给出了由金属丝的投影数据间接估计这些几何参数的方法，还给出了基
于这些几何参数的图像重建公式．本文只假设转台的旋转轴垂直于由射线源焦点与线阵探测器所形成的扇束，而不要
求扫描系统满足其它几何对准关系．对于扫描系统不对准的情况，先按照本文方法估计几何参数，再将其代入本文提
出的图像重建公式，便可以正确重建出被测物的断层ＣＴ图像．
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１ 引言

基于线阵探测器的断层工业 ＣＴ目前仍然是工业
无损检测的主流设备．三代扫描模式是断层 ＣＴ最为常
用的扫描模式．三代 ＣＴ扫描模式常用的图像重建公式
为经典的扇束滤波反投影（ＦＢＰ）重建公式．该公式要求
ＣＴ系统满足严格的几何成像对准关系［１］：（１）转台的旋
转轴垂直于由射线源焦点与线阵探测器所形成的扇束；

（２）射线源焦点与探测器中心的连线垂直于探测器，且
转台中心位于该垂线上．此外，还要求精确测量：（１）射
线源焦点到转台中心的距离；（２）射线源焦点到探测器
的距离．然而实际ＣＴ系统机械安装时很难同时满足上
述对准关系，也难以直接精确测量图像重建所需的两个

参数：射线源焦点到转台中心的距离、射线源焦点到探

测器的距离．此时，用理想的 ＦＢＰ重建公式所重建的 ＣＴ
图像将包含几何伪影，导致图像分辨率降低，影响对图

像的正确判读．当扫描视野与射线源焦点到探测器的距
离之比较大时，图像的几何伪影将加重，特别是对图像

中远离中心的部分．因此，如何减轻或消除图像的几何
伪影是ＣＴ设备研发的关键技术之一．

有关减轻或消除 ＣＴ图像几何伪影的研究结果公
开报道的相对较少．１９８６年 Ｇｕｌｌｂｅｒｇ等［２］提出一种带有
转台中心偏移量、射线源焦点到转台中心和到探测器的

距离等多个参数的扇束重建公式，并给出了参数的估计

方法．该估计方法需要求解多个变量的非线性最优化问
题，鲁棒性较差．陈明［３］将转台中心的偏移归结为探测
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器的偏转，给出了带有探测器偏转参量的重建公式，但

没有考虑探测器中心的偏移量．孙灵霞等［４］设计了一
种射束中心位置测试装置，未涉及其它参数的测量．对
于锥束 ＣＴ圆轨迹扫描系统，Ｎｏｏ等人［５］和陈炼等人［６］

分别采用求质心的方法，求解扫描系统的部分几何参

数．两篇文献都做了探测器平面平行于转轴的假定．孙
怡等人［７，８］在“４小球模体所在平面垂直于转台平面”的
假设下，利用一个角度下的投影数据给出了锥束 ＣＴ扫
描系统参数的一种测量方法．针对锥束 ＣＴ螺旋扫描系
统，牛小明等［９］给出了带有探测器中心偏移量的重建

方法．该方法不需要对投影数据进行重排就能够减小
投影数据的偏移对重建图像的影响．针对微焦点锥束
ＣＴ，Ｐａｔｅｌ等［１０］提出一种不用测量模体的自校准方法，该
方法对部分参数进行了测量与校正．杨民等［１１］提出了
一种精确测量射线源焦点投影坐标的方法．

针对三代ＣＴ图像的几何伪影问题，本文引入了可
以完全描述一般情况下的 ＣＴ扫描几何关系的一组几
何参数，给出了由金属丝的投影数据间接估计这组几

何参数的方法，还给出了基于这组几何参数的图像重

建公式．我们给出的几何参数间接估计方法的特点是：
（１）全部扫描几何参数均可以从金属丝模体的投影数
据中间接估计出来，克服了几何参数无法直接精确测

量的困难；（２）所有几何参数通过解析公式求出，不需
要求解非线性最优化问题，因而求解结果具有很好的

鲁棒性．我们给出的基于这些几何参数的图像重建公
式，只要求转台的旋转轴垂直于由射线源焦点与线阵

探测器所形成的扇束（否则无法得到同一断层的扫描

数据），而不要求扫描系统满足其它几何对准关系．仿
真和实测数据的验证结果表明：在射线源焦点、转台中

心和线阵探测器之间的几何位置不满足传统对准关系

的情况下，利用我们的方法可以从金属丝的投影数据

中精确估计出几何参数，将这些几何参数代入我们给

出的图像重建公式就可以正确重建 ＣＴ图像，有效消除
几何伪影．当扫描视野与射线源焦点到探测器的距离
之比较大时，重建的 ＣＴ图像同样具有较高的精度．

２ 一般情况下ＣＴ扫描几何参数的间接估计
方法

本节首先给出一般情况下，如何选取几何参数和

坐标系来刻画 ＣＴ扫描系统；其次给出所选取的全部几
何参数的间接估计方法．
２１ 一般情况下的扫描几何参数和坐标系

如图１所示，以 Ｓ，Ｏ和ＯＤ分别表示射线源焦点、
转台中心和探测器中心的位置．我们将按如下方式建
立扇束坐标系（固定坐标系）、转台坐标系和探测器坐

标系．扇束坐标系：选取 Ｏ为原点；过 Ｏ与Ｓ的直线为

η轴，其方向与
→ＯＳ相同；过 Ｏ且垂直于η轴的直线为ξ

轴，使 Ｏξη为右手直角坐标系．转台坐标系：以 Ｏ为原
点，Ｏξ轴顺时针旋转一个角度得到Ｏｘ轴，建立右手直
角坐标系 Ｏｘｙ．探测器坐标系：以 ＯＤ为原点，以探测器
所在直线为坐标轴建立坐标系 ＯＤｕ．

记 Ｒ＝｜ＯＳ｜，Ｏξ到Ｏｘ的顺时针夹角为β，Ｏξ到
ＯＤｕ的顺时针夹角为α．设 Ｏ′为Ｏη与ＯＤｕ的交点，记
ｈ＝｜Ｏ′ＯＤ｜，Ｄ＝｜ＳＯ′｜（注意：当射线源焦点与转台中
心的连线不垂直于线阵探测器时，Ｄ表示转台中心在
探测器上投影点Ｏ′到射线源焦点Ｓ的距离，而不是射
线源焦点到探测器的距离）．固定参数 Ｒ，Ｄ，ｈ，α与角
度参数β一起，唯一刻画了 ＣＴ扫描状态．

２２ 任意点 Ｐ０的投影地址
设 Ｐ０为物体上远离转台中心的任意一点，其在

Ｏｘｙ下的坐标记为（ｘ０，ｙ０）；当 Ｏｘ与Ｏξ夹角为β时，Ｐ０
在 Ｏξη下的坐标记为（ξ０，β，η０，β）；Ｐ０在 ＯＤｕ上的投影
地址记为ｕ０，β．下面用（ｘ０，ｙ０）及参数 Ｒ，Ｄ，ｈ，α和β来
表示ｕ０，β和（ξ０，β，η０，β）．

由 Ｓ发出且过点Ｐ０的射线交探测器于点 Ｕ０，β，在
Ｏξη坐标系下可表示为

→ＯＵ０，β＝Ｒ（０，１）＋ｔ０，β（（ξ０，β，η０，β）－Ｒ（０，１）） （１）
另一方面，点 Ｕ０，β也可表示为

→ＯＵ０，β＝－（Ｄ－Ｒ）（０，１）＋（ｈ＋ｕ０，β）（ｎ１，ｎ２）（２）
其中（ｎ１，ｎ２）＝（ｃｏｓα，ｓｉｎα）．由式（１）与（２）求解可得 Ｐ０
在 ＯＤｕ上的投影地址

ｕ０，β＝－ｈ＋
Ｄξ０，β

ｎ１（Ｒ－η０，β）＋ｎ２ξ０，β
（３）

其中
ξ０，β＝ｘ０ｃｏｓβ＋ｙ０ｓｉｎβ
η０，β＝ｙ０ｃｏｓβ－ｘ０ｓｉｎ

{
β

（４）

２３ ８个对称点的投影地址满足的方程组
为了简单起见，我们做变量替换．令

珔ｎ１＝
ｎ１
Ｄ，
珔ｎ２＝

ｎ２
Ｄ，
珋ｘ０＝

ｘ０
Ｒ，
珋ｙ０＝

ｙ０
Ｒ

珋ξ０，β＝珋ｘ０ｃｏｓβ＋珋ｙ０ｓｉｎβ
珔η０，β＝珋ｙ０ｃｏｓβ－珋ｘ０ｓｉｎβ

（５）
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记（珋ｘ０，珋ｙ０）所在的坐标系为 Ｏ珋ｘ珋ｙ，（珋ξ０，β，珔η０，β）所在的
坐标系为 Ｏ珋ξ珔η．（珋ｘ０，珋ｙ０）与（ｘ０，ｙ０），（珋ξ０，β，珔η０，β）与（ξ０，β，

η０，β）的关系是固定比例的缩放关系，图像经过该缩放

后结构不变．原来的几何参数 Ｒ，Ｄ，ｈ，ｎ１，ｎ２中 ｎ１与
ｎ２是不独立的，而新的几何参数 Ｒ，ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２是彼此独
立的．由 Ｒ，ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２与角度参数β一起，可以唯一刻画
ＣＴ扫描状态．做变量替换后，由式（３）可以得到（珋ξ０，β，
珔η０，β）在探测器坐标下的投影地址

ｕ０，β＝－ｈ＋
珋ξ０，β

珔ｎ１（１－珔η０，β）＋珔ｎ２珋ξ０，β
（６）

当 Ｏ珋ｘ与Ｏ珋ξ夹角为β时，（珋ｘ０，珋ｙ０）在 Ｏ珋ξ珔η下的坐标
为（珋ξ０，β，珔η０，β）．令（珋ｘ０，珋ｙ０）顺时针每次旋转π／４，旋转 ７
次后得到 ８个对称点．该 ８个点相应的（珋ξ０，β＋ｋπ４，
珔η０，β＋ｋπ４）之间有如下关系

（珋ξ０，β＋ｋπ４，珔η０，β＋ｋπ４）＝（珋ξ０，β，珔η０，β）
ｃｏｓｋπ４ －ｓｉｎｋπ４

ｓｉｎｋπ４ ｃｏｓｋπ









４

，

ｋ＝０，１，２，…，７ （７）
利用式（７），上述８个对称点的投影地址可表示为

ｕ
０，β＋

ｋπ
４
＝－ｈ＋

珋ξ０，β＋ｋπ４
珔ｎ１（１－珔η０，β＋ｋπ４）＋珔ｎ２珋ξ０，β＋ｋπ４

，

ｋ＝０，１，２，…，７ （８）
２４ 由投影地址估计几何参数的公式

本小节将导出由８个对称点的投影地址估计几何
参数 ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２和 Ｒ的公式．

为简单起见，令 ｕｋ＝ｕ０，β＋ｋπ４
，ｋ＝０，１，２，…，７．由 ｕ０

与 ｕ４，ｕ１与 ｕ５，ｕ２与 ｕ６，ｕ３与 ｕ７可得如下方程组
ｕ
０，β＋

ｋπ
４

＋ｈ

ｕ
０，β＋

（ｋ＋４）π
４

＋ｈ

＝
珋ξ０，β＋ｋπ４

珔ｎ１（１－珔η０，β＋（ｋ＋４）π４ ）＋珔ｎ２珋ξ０，β＋（ｋ＋４）π( )４

珋ξ０，β＋（ｋ＋４）π４
珔ｎ１（１－珔η０，β＋ｋπ４

）＋珔ｎ２珋ξ０，β＋ｋπ( )４
，

ｋ＝０，１，２，３ （９）

令 ｍ１＝
珔ｎ２
珔ｎ１
珔η０，β＋珋ξ０，β， ｍ２＝

珔ｎ２
珔ｎ１
珋ξ０，β－珔η０，β，

则方程组（９）可化简为
ｕ０＋ｈ
ｕ４＋ｈ

＝－
１－ｍ２
１＋ｍ２

（１０）

ｕ２＋ｈ
ｕ６＋ｈ

＝－
１－ｍ１
１＋ｍ１

（１１）

ｕ１＋ｈ
ｕ５＋ｈ

＝－槡２－ｍ１－ｍ２
槡２＋ｍ１＋ｍ２

（１２）

ｕ３＋ｈ
ｕ７＋ｈ

＝－槡２－ｍ１＋ｍ２
槡２＋ｍ１－ｍ２

（１３）

这４个方程中包含３个未知数 ｈ，ｍ１，ｍ２，从中任选３个
方程联立，便可消去 ｍ１和 ｍ２求得 ｈ．于是 ｈ可有以下
４个表达式
ｈ＝ －（ｕ０＋ｕ４）Ｕ１Ｕ３ 槡＋２Ｕ０（ｕ３ｕ５－ｕ１ｕ７( )）
· ２Ｕ１Ｕ３ 槡＋２Ｕ０（Ｕ１－Ｕ３( )） －１

（１４）

ｈ＝ －（ｕ２＋ｕ６）Ｕ１Ｕ３ 槡－２Ｕ２（ｕ５ｕ７－ｕ１ｕ３( )）
· ２Ｕ１Ｕ３ 槡－２Ｕ２（Ｕ１＋Ｕ３( )） －１

（１５）

ｈ＝ －（ｕ１＋ｕ５）Ｕ０Ｕ２ 槡＋２Ｕ１（ｕ０ｕ２－ｕ４ｕ６( )）
· ２Ｕ０Ｕ２ 槡－２Ｕ１（Ｕ０＋Ｕ２( )） －１

（１６）

ｈ＝ －（ｕ３＋ｕ７）Ｕ０Ｕ２ 槡－２Ｕ３（ｕ２ｕ４－ｕ０ｕ６( )）
· ２Ｕ０Ｕ２ 槡－２Ｕ３（Ｕ０－Ｕ２( )） －１

（１７）
其中 Ｕ０＝ｕ０－ｕ４，Ｕ１＝ｕ１－ｕ５，Ｕ２＝ｕ２－ｕ６，Ｕ３＝ｕ３－
ｕ７．由于投影地址之间存在着内在的相容关系，因此在
（珋ｘ０，珋ｙ０）的投影地址 ｕｋ（ｋ＝０，１，２，…，７）不含误差时，由
式（１４～１７）计算出的 ｈ是相同的．在投影地址 ｕｋ存在
误差时，将式（１４～１７）计算出的 ｈ进行平均，可以降低
投影地址 ｕｋ误差引起的ｈ的计算误差．

求解出参数 ｈ之后，现在考虑求解参数珔ｎ１和珔ｎ２．
为此，联立 ｕ０与 ｕ４，ｕ２与 ｕ６分别解出两组珋ξ０，β和珔η０，β
的表达式

珋ξ０，β＝－２Ｈ０Ｈ４珔ｎ１Ｕ０
－１

珔η０，β＝ －２Ｈ０Ｈ４珔ｎ２＋Ｈ０＋Ｈ( )４ Ｕ０{ －１
（１８）

珋ξ０，β＝ ２Ｈ２Ｈ６珔ｎ２－Ｈ２－Ｈ( )６ Ｕ２－１

珔η０，β＝－２Ｈ２Ｈ６珔ｎ１Ｕ２
{ －１

（１９）

其中 Ｈ０＝ｈ＋ｕ０，Ｈ１＝ｈ＋ｕ１，Ｈ２＝ｈ＋ｕ２，Ｈ３＝ｈ＋ｕ３，
Ｈ４＝ｈ＋ｕ４，Ｈ５＝ｈ＋ｕ５，Ｈ６＝ｈ＋ｕ６，Ｈ７＝ｈ＋ｕ７．从中
消去珋ξ０，β和珔η０，β，即可求解出珔ｎ１和珔ｎ２
珔ｎ１＝Ｕ０Ｕ２（Ｈ０Ｈ４（Ｈ２＋Ｈ６）－Ｈ２Ｈ６（Ｈ０＋Ｈ４）

·（２Ｈ０２Ｈ４２Ｕ２２＋２Ｈ２２Ｈ６２Ｕ０２）－１ （２０）
珔ｎ２＝（Ｕ０２Ｈ２Ｈ６（Ｈ２＋Ｈ６）＋Ｕ２２Ｈ０Ｈ４（Ｈ０＋Ｈ４））

·（２Ｈ０２Ｈ４２Ｕ２２＋２Ｈ２２Ｈ６２Ｕ０２）－１ （２１）
由另外４个角度下的投影 ｕ１与 ｕ５，ｕ３与 ｕ７同样可以
解出两组珋ξ０，β和珔η０，β的表达式，进而可解得珔ｎ１和珔ｎ２
珔ｎ１＝Ｕ１Ｕ３ Ｈ１Ｈ５（Ｈ３＋Ｈ７）－Ｈ３Ｈ７（Ｈ１＋Ｈ５( )）

· ２Ｈ１２Ｈ５２Ｕ３２＋２Ｈ３２Ｈ７２Ｕ１( )２ －１ （２２）
珔ｎ２＝ Ｕ１２Ｈ３Ｈ７（Ｈ３＋Ｈ７）＋Ｕ３２Ｈ１Ｈ５（Ｈ１＋Ｈ５( )）

· ２Ｈ１２Ｈ５２Ｕ３２＋２Ｈ３２Ｈ７２Ｕ１( )２ －１ （２３）
同样，由于投影地址间存在着内在相容关系，在投

影地址 ｕｋ（ｋ＝０，１，２，…，７）不含误差时，由式（２０）（２２），
（２１）（２３）分别计算出的珔ｎ１，珔ｎ２是相同的．在投影地址 ｕｋ
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存在误差时，将式（２０）（２２），（２１）（２３）计算出的珔ｎ１，珔ｎ２
进行平均，可以降低投影地址 ｕｋ误差引起的珔ｎ１，珔ｎ２的
计算误差．

在实际应用中，我们选取一根细的铅或钨的金属

丝（或水银温度计）尽量垂直地立于转台上远离中心的

位置，并保持金属丝（或水银温度计）的投影位于探测

器视野内．我们采用三代 ＣＴ“转停”采样模式，即转台旋
转一个角度后停止，探测器开始采集穿过被测物的射

线，当采集结束后再旋转到下一个角度位置采集数据，

直至完成一周采样．旋转一周的角度采样数为８的倍数
（如７２０或１８００）．从金属丝（或水银温度计）扫描数据图
像（Ｓｉｎｏｇｒａｍ）中提取出其中心的投影地址．利用式（１４～
２３），从每个β∈［０，π／４）相应的８个投影地址，分别计
算出参数 ｈ，珔ｎ１和珔ｎ２；为提高数值计算的稳定性，将相
应不同β求得的参数ｈ，珔ｎ１和珔ｎ２进行平均．

接下来考虑计算参数 Ｒ．注意到由 ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２和式
（１８，１９）可以求出珋ξ０，β和珔η０，β，因此，利用两根标定了距
离的金属丝就可以求出参数 Ｒ，具体方法如下：

设两根平行的金属丝之间的距离为 ｄ，（ｘ１，ｙ１）和
（ｘ２，ｙ２）分别为两根金属丝中心在ＣＴ断层中的坐标，它
们在 Ｏξη下的坐标分别记为（ξ１，β，η１，β）和（ξ２，β，η２，β），
利用２３小节中变换式（５）可得，在 Ｏ珋ξ珔η下的坐标分别
记为（珋ξ１，β，珔η１，β）和（珋ξ２，β，珔η２，β）．易见有下列关系

ｄ＝ （ｘ１，ｙ１）－（ｘ２，ｙ２）
＝ （ξ１，β，η１，β）－（ξ２，β，η２，β）
＝Ｒ（珋ξ１，β，珔η１，β）－（珋ξ２，β，珔η２，β） （２４）

利用本节方法可以求出几何参数 ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２，而由 ｈ，珔ｎ１，
珔ｎ２和式（１８、１９）可以求出（珋ξ１，β，珔η１，β）和（珋ξ２，β，珔η２，β），因此
可得到射线源焦点到转台中心的距离为

Ｒ＝
ｄ

（珋ξ１，β，珔η１，β）－（珋ξ２，β，珔η２，β）
（２５）

３ 基于参数 ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２的图像重建公式

下面我们从平行束的滤波反投影 ＣＴ图像重建公
式出发，推导一般情况下扇束扫描基于参数 ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２
的滤波反投影图像重建公式．

平行束的滤波反投影 ＣＴ图像重建公式可以写成
如下形式

ｆ（ｘ０，ｙ０）＝
１
２∫

２π

０∫
＋∞

－∞
ｆ^（ｒ，）Ｈ（ｘ０ｃｏｓ＋ｙ０ｓｉｎ－ｒ）ｄｒｄ

（２６）
其中，（ｘ０，ｙ０）为待重建点，ｒ为坐标原点Ｏ到射线ＳＵ
的距离，为射线法向与 ｘ轴方向的夹角（如图 １所

示），^ｆ（ｒ，）是以（ｒ，）为变量的投影数据，Ｈ（ｒ）＝∫
＋∞

－∞

｜ω｜ｅｉ２πｒωｄω．

下面通过建立平行束下参数（ｒ，）与扇束下参数
（ｕ，β）之间的对应关系，并利用坐标变换，推导基于参
数 ｈ，珔ｎ１，珔ｎ２的扇束 ＣＴ滤波反投影图像重建公式．

第一步，推导（ｒ，）与（ｕ，β）的关系．射线 ＳＵ在
Ｏξη下表示为
→ＯＰ＝Ｒ（０，１）＋ｔ（－Ｄ（０，１）＋（ｈ＋ｕ）（ｎ１，ｎ２））（２７）

显然，原点 Ｏ到射线ＳＵ的距离ｒ＝ｍｉｎ
ｔ＞０

→ＯＰ ．用求极值
的方法可得

ｒ＝
Ｒ（ｈ＋ｕ）ｎ１

（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２槡 ２
（２８）

设 Ｑ为原点Ｏ到射线ＳＵ的垂足，可求得 →ＯＱ在Ｏξη下
的表达式为

（ξ，η）＝
Ｒ（ｈ＋ｕ）ｎ１ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２
（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２( ２，

Ｒ－ Ｒ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２ ２

（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２ )２ （２９）

另一方面

ｒ（ｃｏｓ，ｓｉｎ）＝（ξ，η）
ｃｏｓβ ｓｉｎβ
－ｓｉｎβ ｃｏｓ( )

β
（３０）

由式（２８～３０）解得

＝ａｒｃｔａｎ
（ｈ＋ｕ）ｎ１ｃｏｓβ＋（Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ２）ｓｉｎβ
－（ｈ＋ｕ）ｎ１ｓｉｎβ＋（Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ２）ｃｏｓβ

（３１）

式（２８）（３１）即是参数（ｒ，）与参数（ｕ，β）之间的关系．
第二步，确定 ｄｒｄ与ｄｕｄβ的关系．由式（２８）和式

（３１）可求得雅克比行列式

（ｒ，）
（ｕ，β）

＝
ＲＤｎ１ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２

（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２( )２
３
２
（３２）

第三步，将 ｘ０ｃｏｓ＋ｙ０ｓｉｎ－ｒ用ｕ，β，Ｒ，Ｄ，ｈ，ｎ１，
ｎ２表示．点 Ｐ０在 Ｏｘｙ下的坐标为（ｘ０，ｙ０），由式（４）可
得（ξ０，β，η０，β）所表示的（ｘ０，ｙ０）为

ｘ０＝ξ０，βｃｏｓβ－η０，βｓｉｎβ
ｙ０＝ξ０，βｓｉｎβ＋η０，βｃｏｓ

{
β

（３３）

由式（２８～３０）可得
（ｃｏｓ，ｓｉｎ）＝
－（ｈ＋ｕ）ｎ１ｓｉｎβ＋（Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ２）ｃｏｓβ
（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２槡( ２ ，

（ｈ＋ｕ）ｎ１ｃｏｓβ＋（Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ２）ｓｉｎβ
（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋（Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ２）槡 )２ （３４）

由式（２８，３３，３４）得
ｘ０ｃｏｓ＋ｙ０ｓｉｎ－ｒ＝ －ｈｎ１（Ｒ－η０，β）＋（Ｄ－ｈｎ２）ξ０，(

β

－ ｎ１（Ｒ－η０，β）＋ｎ２ξ０，( )
β

)ｕ

· （ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋（Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ２）( )２ －１２ （３５）
由投影地址公式（３）得

－ｈｎ１（Ｒ－η０，β）＋（Ｄ－ｈｎ２）ξ０，β
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＝ ｎ１（Ｒ－η０，β）＋ｎ２ξ０，( )
β ｕ０，β （３６）

将式（３６）代入（３５）右端，则

ｘ０ｃｏｓ＋ｙ０ｓｉｎ－ｒ＝
ｎ１（Ｒ－η０，β）＋ｎ２ξ０，( )

β
（ｕ０，β－ｕ）

（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２槡 ２

（３７）
又滤波函数 Ｈ（）为负二次齐次，因此有
Ｈ（ｘ０ｃｏｓ＋ｙ０ｓｉｎ－ｒ）＝
（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２ ２

ｎ１（Ｒ－η０，β）＋ｎ２ξ０，( )
β
２ Ｈ（ｕ０，β－ｕ） （３８）

将式（３２，３８）代入平行束重建公式（２６），得到带有
扫描几何参数 Ｒ，Ｄ，ｈ，ｎ１，ｎ２的扇束滤波反投影重建
公式

ｆ（ｘ０，ｙ０）＝
１
２∫

２π

０∫
＋∞

－∞
ｐ（ｕ，β）

·
Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ２

（ｈ＋ｕ）２ｎ１２＋ Ｄ－（ｈ＋ｕ）ｎ( )２槡 ２

·
ＲＤｎ１Ｈ（ｕ０，β－ｕ）

ｎ１（Ｒ－η０，β）＋ｎ２ξ０，( )
β
２ｄｕｄβ （３９）

其中 ｐ（ｕ，β）是以（ｕ，β）为变量的扇束投影数据．
将重建公式（３９）右端第一个分式的分子分母同时

除以 Ｄ，第二个分式的分子分母同时除以 Ｒ２Ｄ２，公式两
端再同时乘 Ｒ，由变量替换式（５）可得

Ｒｆ（ｘ０，ｙ０）＝
１
２∫

２π

０∫
∞

－∞
ｐ（ｕ，β）

·
１－（ｈ＋ｕ）珔ｎ２

（ｈ＋ｕ）２珔ｎ１２＋（１－（ｈ＋ｕ）珔ｎ２）槡 ２

·
珔ｎ１Ｈ（ｕ０，β－ｕ）

（珔ｎ１（１－珔η０，β）＋珔ｎ２珋ξ０，β）
２ｄｕｄβ （４０）

将式（４０）右端记作新的函数珋ｆ（珋ｘ０，珋ｙ０），得到基于
参数 ｈ，珔ｎ１和珔ｎ２的扇束ＣＴ滤波反投影图像重建公式

珋ｆ（珋ｘ０，珋ｙ０）＝
１
２∫

２π

０∫
∞

－∞
ｐ（ｕ，β）

·
１－（ｈ＋ｕ）珔ｎ２

（ｈ＋ｕ）２珔ｎ１２＋（１－（ｈ＋ｕ）珔ｎ２）槡 ２

·
珔ｎ１Ｈ（ｕ０，β－ｕ）

（珔ｎ１（１－珔η０，β）＋珔ｎ２珋ξ０，β）
２ｄｕｄβ （４１）

于是有如下关系

珋ｆ（珋ｘ０，珋ｙ０）＝Ｒｆ（ｘ０，ｙ０） （４２）
从关系珋ｘ０＝ｘ０／Ｒ，珋ｙ０＝ｙ０／Ｒ和式（４２）可知，Ｒ的值不
影响珋ｆ（珋ｘ０，珋ｙ０）和 ｆ（ｘ０，ｙ０）量化后的图像值，而只影响它
们相应图像的整体缩放比例，即珋ｆ（珋ｘ０，珋ｙ０）和 ｆ（ｘ０，ｙ０）
相应图像是相似的，因此可将重建 ｆ（ｘ０，ｙ０）改为重建
珋ｆ（珋ｘ０，珋ｙ０）．

与式（３９）相比，式（４１）中只含有 ｈ，珔ｎ１和珔ｎ２３个参
数，而且这 ３个参数是彼此独立的．此外，从式（４１）可
知，在图像重建中并不需要知道 Ｒ的值．对图像上像素

所代表的长度进行标定时才需要 Ｒ的值．如果模体的
长度已知，通过比较该模体 ＣＴ图像的像素单位长度和
它的实际长度，也可推出 Ｒ的值．

４ 实验验证

本节我们分别采用仿真数据和实测工业 ＣＴ数据，
验证本文提出的几何伪影校正方法的有效性．
４１ 仿真数据验证

用直径为０７５ｍｍ的小圆模拟金属丝的横截面．系
统的扫描几何参数分别设定为 Ｒ＝１０００ｍｍ，Ｄ＝
１２００ｍｍ．线阵探测器由１４００个长度为０２５ｍｍ的单元组
成，总长度３５０ｍｍ．此时放大比为１２，像素单元尺寸为
０２ｍｍ，扫描视野直径为２８８６１４ｍｍ．角度采样数为１８００．

为验证本文参数间接估计方法的正确性和稳定

性，选取３组参数进行数值实验．Ｎｏ．１组参数值及金属
丝的位置分别设定为：ｈ＝２ｍｍ，ｎ１＝０９９９９６，ｎ２＝
０００８７３（α＝０５°），ｘ０＝１３０ｍｍ，ｙ０＝４０ｍｍ，模拟金属丝
的断层扫描数据，如图２所示．图中横向为探测器坐标，
纵向为采样角度．Ｎｏ．２组和Ｎｏ．３组参数值及金属丝的
位置分别设定为：ｈ＝４ｍｍ，ｎ１＝０９９９８５，ｎ２＝００１７４５（α
＝１°），ｘ０＝－１２０ｍｍ，ｙ０＝－６０ｍｍ和 ｈ＝６ｍｍ，ｎ１＝
０９９９３９，ｎ２＝００３４８９（α＝２°），ｘ０＝９５ｍｍ，ｙ０＝－９５ｍｍ．
其断层扫描数据图与图２相似，只是起始位置不同．

采用图像处理的方法提取质心，可以得到投影图

中金属丝中心的投影地址，利用本文第２节提出的间接
估计方法计算出参数 ｈ，珔ｎ１和珔ｎ２．为保证计算结果的稳
定性，对于每组实验，将 ３６０度内不同角度对应的估计
值进行平均后作为参数的最终计算结果，结果见表１．

由表１中Ｎｏ．１组参数值的实验结果可知：（１）计算
出的 ｈ平均值为 ２１１６５ｍｍ，与设定值 ２ｍｍ相比，误差
为０１１６５ｍｍ．实验所设定的线阵探测器单元长度为
０２５ｍｍ，该误差相当于探测器单元长度的０４６６倍．（２）
根据估计值珔ｎ１＝８３３２８×１０－４，珔ｎ２＝７８２４６×１０－６可以

计算出 Ｄ＝（珔ｎ１２＋珔ｎ２２）－
１
２ ＝１２０００２４ｍｍ，与设定值

１２００ｍｍ相比，误差为 ００２４ｍｍ．（３）根据珔ｎ１，珔ｎ２可以计
算出探测器的偏转角α＝ａｒｃｔａｎ（珔ｎ２／珔ｎ１）＝０００９４弧度
（０５３８度），与设定值 ０５度相比，误差为 ００３８度．类
似地，可以计算出表１中Ｎｏ．２，Ｎｏ．３组参数值所对应的
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ｈ，根据珔ｎ１，珔ｎ２计算出 Ｄ以及探测器的偏转角α．
表１ 参数间接估计结果

Ｎｏ． 参数 设定值 估计值（平均值） 绝对误差

１
ｈ（ｍｍ） ２ ２．１１６５ ０．１１６５
珔ｎ１ ８．３３３×１０－４ ８．３３２８×１０－４ ２．１６７１９×１０－８
珔ｎ２ ７．２７２×１０－６ ７．８２４６×１０－６ ５．５２５０８×１０－７

２
ｈ（ｍｍ） ４ ４．１２７２３ ０．１２７２３
珔ｎ１ ８．３３２×１０－４ ８．３３１７８×１０－４ ８．２１６０２×１０－８
珔ｎ２ １．４５４×１０－５ １．４３５６×１０－５ １．８８６４２×１０－７

３
ｈ（ｍｍ） ６ ６．１２８４８ ０．１２８４８
珔ｎ１ ８．３２８×１０－４ ８．３２７６２×１０－４ －６．３４２３４×１０－８
珔ｎ２ ２．９０８×１０－５ ２．９２６７×１０－５ １．８４０５４×１０－７

４２ 实测数据验证

实际 ＣＴ系统所用的探测器单元宽度为００８３ｍｍ，
探测器单元个数为３７１０；Ｘ射线源焦点的１／１０高宽为
３ｍｍ；射线源焦点到转台中心的距离约为 ８００ｍｍ；射线
源焦点到探测器的距离约为 １０００ｍｍ．将直径约为
０５ｍｍ的细铅丝立于转台上远离旋转中心的位置处进
行扫描，角度采样数为１８００．从铅丝的扫描数据中可以
提取出不同角度下的中心位置．

通过本文第２节方法计算出的 ｈ，珔ｎ１和珔ｎ２，如表２

所示．由参数珔ｎ１和珔ｎ２可以计算出 Ｄ＝（珔ｎ１２＋珔ｎ２２）－
１
２＝

１０１９１６５ｍｍ，探测器偏转角α＝ａｒｃｔａｎ（珔ｎ２／珔ｎ１）＝００２４８５
弧度（１４２４度）．

表２ ＣＴ系统参数估计结果

参数 估计值（平均值）

ｈ（ｍｍ） ０．３２８２６５
珔ｎ１ ９．８０９×１０－４
珔ｎ２ ２．４３８×１０－５

为验证参数估计结

果的正确性，在同样的

扫描条件下，扫描两个

易拉罐（一个靠近转台

中心，一个远离转台中

心），获得其扫描数据．图 ３给出了下列三种方法的重
建结果：方法１为理想的 ＦＢＰ重建算法；方法２为调节
探测器中心偏移量（ｏｆｆｓｅｔ）的重建算法；方法３为本文提
出的基于参数 ｈ，珔ｎ１和珔ｎ２的扇束滤波反投影重建算
法．图３（ａ）为方法 １的重建结果，从其局部放大图 ３
（ａ１）、３（ａ２）中可以看出易拉罐壁存在明显的几何错位
伪影，这是由扫描几何误差所引起的．图３（ｂ）为方法２
的重建结果，从其局部放大图３（ｂ１）、３（ｂ２）中可以看出
靠近转台中心处的易拉罐壁基本正确，但远离转台中

心处的易拉罐壁仍有明

显的几何错位伪影．图３
（ｃ）为方法 ３的重建结
果，从其局部放大图 ３
（ｃ１）、３（ｃ２）中可以看出
重建的易拉罐壁在靠近

转台中心处和远离转台

中心处均无明显伪影，说

明本文方法可以对扫描

系统几何位置偏差所引

起的伪影进行有效的校

正．

５ 总结

本文提出了扇束 ＣＴ
几何伪影的校正方法，该

方法只要求转台的旋转

轴垂直于由射线源焦点

与线阵探测器所形成的

扇束，而不要求扫描系统

满足其它几何对准关系．
本文重建公式所需

的几何参数可以从金属

丝的投影数据中间接估

计，从而克服了经典重建

公式中所需参数无法直

接精确测量的困难．由于
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所有参数可通过解析公式求出，不需要求解非线性最

优化问题，因而求解结果具有很好的鲁棒性．而且该间
接估计方法还降低了对模体制作精度和复杂度的要

求．
实验表明在射线源焦点、转台中心和线阵探测器不

满足传统对准关系的情况下，利用本文提出的几何参数

的间接估计方法及基于这些几何参数的 ＣＴ图像重建公
式，仍可正确重建ＣＴ图像．当扫描视野与射线源焦点到
探测器的距离之比较大时，重建的 ＣＴ图像也具有较高
精度．

本文间接估计方法假定了角度采样数是８的倍数，
即投影具有８对称性．实际系统如采用闭环控制的“转
停”模式，则可以精确做到角度采样数是８的倍数．如果
采用“连续”模式，转台的运动和探测器采样可能不耦

合，造成一周内的角度采样数可能不是８的倍数．此时，
可以先采用闭环控制的“转停”采样模式采集金属丝的

扫描数据，进而间接估计出全部几何参数．在“连续”扫
描模式下，将这些几何参数代入重建公式中即可重建

高精度的 ＣＴ图像．也可以将（８）改为具有准对称关系
的８个投影，导出一般的几何参数间接估计公式．

致谢：感谢首都师范大学检测成像实验室张慧滔、

陈德峰老师以及朱溢佞、赵云松同学的有益讨论及在

数值实验方面给予的帮助，感谢赵星老师对本文修改

的建议．
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