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　　摘 　要 : 　本文对统计不相关最优鉴别矢量集的理论问题进行研究 ,提出了广义统计不相关最优鉴别准则 ,并给

出了广义统计不相关最佳鉴别矢量集的一个理论结果 ,研究表明 ,广义统计不相关最佳鉴别矢量集的计算公式与基于

Fisher 最优鉴别准则的统计不相关最佳鉴别矢量集的计算公式完全一样 ,但是以前这一点没有被认识到. 本文的研究

丰富了统计不相关最优鉴别分析的特征抽取理论.
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Abstract : 　This paper presents a research on the theoretical issue of optimal set of statistically uncorrelated discriminant vec2
tors. First ,the criterion of the generalized optimal set of statistically uncorrelated discriminant vectors is proposed ,then a theoretical re2
sult on the generalized optimal statistically uncorrelated discriminant vectors is obtained. The research result indicates that the formula

of the generalized optimal set of statistically uncorrelated discriminant vectors is the same as that of the conventional optimal set of sta2
tistically uncorrelated discriminant vectors , however ,which was not realized. The research enriches the theory of feature extraction

based on the statistically uncorrelated discriminant analysis.
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1 　引言

　　在模式识别领域中 ,Fisher 线性判别方法有着重大的影

响[1～15 ] . Foley 和 Sammon 在 1970 年发展了 Fisher 线性判别方

法 ,提出了 Sammon 最佳鉴别平面的技术 ,并将它用于解决两

类问题[2 ] . Sammon 最佳鉴别平面的技术在模式识别领域中得

到广泛的应用与发展 ,Duchene and Leclercq 给出了对多类问题

的 Foley2Sammon 最佳鉴别矢量集的计算公式 [3 ] ,Kittler 提出了

基于 Fisher 鉴别准则的特征选择方法 [4 ] ,Turk 和 Pentland 提出

了特征脸的方法[1 ] ,Hong 和 Yang 提出了基于 SVD 的特征抽

取方法[5 ,6 ] ,Cheng 和 Yang 提出了一种新的相似鉴别准则 [7 ] ,

Liu 提出了广义最佳鉴别平面和广义最佳鉴别矢量集的一系

列方法[8 ,9 ] ,郭提出了广义最佳鉴别矢量的改进算法[10～12 ] ,

我们最近又提出了广义最佳鉴别矢量集的近似解析算法 [13 ] .

在实际问题中 ,模式原始特征的维数一般比较高 ,特征分量可

能是相关的 ,因此 ,具有统计不相关性的最佳鉴别矢量集的算

法引起了人们的关注 [14～18 ] . 本文第 2 部分先介绍统计不相关

最佳鉴别准则和统计不相关最佳鉴别矢量集 ,然后 ,将统计不

相关最佳鉴别准则推广 ,提出了广义统计不相关最佳鉴别准

则 ,第 3 部分给出了广义统计不相关最佳鉴别矢量集的一个

理论结果 ,最后给出结论.

2 　统计不相关最优鉴别准则、统计不相关最优鉴别

矢量集与广义统计不相关最优鉴别准则

　　设 w1 , w2 , ⋯, wm 为 m 个模式类 , X = { xi} , i = 1 ,2 , ⋯, N

为 n 维训练样本集 , X 中的每一个 xi 属于 wj 类 ,即 xi ∈wj , i

= 1 ,2 , ⋯, N , j = 1 ,2 , ⋯, m. 设 wi 类的的平均矢量、协方差矩

阵与先验概率分别为 mi , ci , P ( wi ) ,类间散布矩阵为 Sb、类

内散布矩阵为 Sw 和总散布矩阵为 St 分别为 :

Sb = ∑
m

i =1

P ( wi) ( mi - m0) ( mi - m0) T ,

Sw = ∑
m

i =1

P ( wi) Ci

Ci = E{ ( x - mi) ( x - mi)
T/ wi}
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St = Sb + Sw = E{ ( x - m0) ( x - m0) T}

m0 = E{ x} = ∑
m

i =1

P ( wi) mi

其中 m0 为全体训练样本的平均矢量 , E 表示数学期望.

由散布矩阵 , Fisher 鉴别函数可定义为 :

J (φ) = (φTSbφ) / (φTSwφ) (1)

其中 ,φ为任一 n 维列矢量. 使函数 J (φ) 达到最大值的矢量

φ3
1 为 Fisher 最佳鉴别方向 ,训练样本在方向φ3

1 上的投影集

在一维子空间 Span{φ3
1 }中有最小的类内距离和最大的类间

距离.

引理 1[ 15] 　样本矢量投影到两个最佳鉴别矢量φi ,φj 得

到的两个分量统计不相关的充要条件为 :φT
i Stφj = 0. 则称φi ,

φj 为关于 St 共轭正交.

定义 1[ 15] 　若两个最佳鉴别矢量φi ,φj 满足φT
i Stφj = 0 ,

即φi ,φj 关于 St 共轭正交 ,则称φi ,φj 为统计不相关的.

首先求出 Fisher 最佳鉴别方向φ1 . 在求出 r ( r Ε 1) 个最

佳鉴别方向φ1 ,φ2 , ⋯,φr 后 ,第 r + 1 个最佳鉴别方向是在

满足共轭正交条件 (2) 式下的使 Fisher 鉴别准则函数 (1) 式取

到最大值的向量φr + 1 :

φT
r + 1 Stφi = 0 , 　　　i = 1 ,2 , ⋯, r (2)

引理 2[ 14 ,15] 　具有统计不相关性的最佳鉴别矢量集的第

r + 1 个最佳鉴别方向φr + 1是下列广义特征方程中最大的特

征值对应的特征向量 :

PSbφr + 1 =λSwφr + 1 (3)

式中 : P = I - StD
T ( DStS

- 1
w StD

T) - 1 DStS
- 1
w (4)

这里 , I 为单位矩阵.

D = [φ1φ2 ⋯φr ] T = φT
1 　φT

2 　⋯　φT
r

T (5)

作为统计不相关最佳鉴别准则的推广 ,我们提出以下广义统

计不相关最佳鉴别准则 :

定义 3 　设

J (Φ) = ∑
r

i =1

φT
i Sbφi ∑

r

i =1

φT
i Swφi (6)

J ( �Φ) = max
Φ

J (Φ) (7)

其中 Φ = (φ1 ,φ2 , ⋯,φr) , �Φ = ( �φ1 , �φ2 , ⋯, �φr) ,φ1 ,φ2 , ⋯,

φr 与 �φ1 , �φ2 , ⋯, �φr 为统计不相关单位矢量集. 则称式 (6) 为

广义统计不相关鉴别函数 ,式 (7) 称为广义统计不相关最佳鉴

别准则 , �φ1 , �φ2 , ⋯, �φr 为广义统计不相关最佳鉴别矢量.

3 　广义统计不相关最佳鉴别矢量集的一个理论结果

　　在求出 r( r Ε 1) 个最佳鉴别方向φ1 ,φ2 , ⋯,φr 后 ,第 r +

1 个最佳鉴别方向是在满足共轭正交条件式 (2) 下的使广义

鉴别准则函数式 (6) 取到最大值的向量φr + 1 .

令αr = ∑
r

i =1

φT
i Sbφi , 　　βr = ∑

r

i =1

φT
i Swφi ,

为 了 使 广 义 鉴 别 准 则 函 数 J ( φk + 1 ) =

∑
r+1

i =1

φT
i Sbφi ∑

r+1

i =1

φT
i Swφi =

αr +φT
r + 1 Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

最大 ,构造如

下 Lagrange 函数 :

L (φr + 1) =
∑
r+1

i =1

φT
i Sbφi

∑
r+1

i =1

φT
i Swφi

=
αr +φT

r + 1 Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

- ∑
r

i =1

μiφT
r + 1 Stφi (8)

对 L (φr + 1) 关于φr + 1求偏导数 ,并令其等于 0 ,得

　2
Sbφr + 1 (βr +φT

r + 1 Swφr + 1) - Swφr + 1 (αr +φT
r + 1 Sbφr + 1)

(βr +φT
r + 1 Swφr + 1) 2

　　- ∑
r

i =1

μiStφi = 0

　
Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

-
Swφr + 1 (αr +φT

r + 1 Sbφr + 1)

(βr +φT
r + 1 Swφr + 1) 2

　　-
1
2 ∑

r

i =1

μiStφi = 0 (9)

将式 (9) 两边同左乘φT
r + 1 ,由统计不相关性知式 (9) 第三项为

0.

令

λ= (αr +φT
r + 1 Sbφr + 1) / (βr +φT

r + 1 Swφr + 1) (10)

则式 (9) 为 :

2
φT

r + 1 Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

- 2λ
φT

r + 1 Swφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

= 0 (11)

整理上式得 ,

λ= (φT
r + 1 Sbφr + 1) / (φT

r + 1 Swφr + 1) (12)

式 ( 12 ) 表 明 , 要 使 广 义 鉴 别 准 则 函 数 J (φk + 1 ) =

∑
r+1

i =1

φT
i Sbφi ∑

r+1

i =1

φT
i Swφi =

αr +φT
r + 1 Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

最大 ,只要使

得
φT

r + 1 Sbφr + 1

φT
r + 1 Swφr + 1

最大即可.

在式 (9) 两边同时左乘φT
j StS

- 1
w ,由统计不相关性知第二项为

0 ,则

2
φT

j StS
- 1
w Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

- φT
j StS

- 1
w ( ∑

r

i =1

μiStφi) = 0 (13)

令 : D = [φ1 ,φ2 , ⋯,φr]
T = φT

1 φT
2 ⋯φT

r
T , 　μ= μ1 ⋯μr

T

则式 (13) 变成

2
DStS

- 1
w Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

- DStS
- 1
w StD

Tμ= 0 (14)

故有

μ=
2 ( DStS

- 1
w StD) - 1 DStS

- 1
w Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

(15)

将式 (15) 代入式 (9) ,并注意到 ∑
r

i =1

μiStφi = StD
Tμ,则有

2Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

-
2λSwφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

-
2S tD

T( DS tS
- 1
w S tD) - 1 DS tS

- 1
w Sbφr + 1

βr +φT
r + 1 Swφr + 1

= 0

整理得 :

Sbφr + 1 - StD
T ( DStS

- 1
w StD) - 1 DStS

- 1
w Sbφr + 1 =λSwφr + 1

(16)

即 PSbφr + 1 =λSwφr + 1 (17)

其中 ,

P = I - StD
T ( DStS

- 1
w StD

T) - 1 DStS
- 1
w (18)

因此 ,广义统计不相关最佳鉴别矢量集的第 r + 1 个最佳鉴别
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方向φr + 1是广义特征方程 (17) 中最大的特征值对应的特征

矢量.

比较 (3) 和 (17) 两式 ,我们惊讶地发现它们完全一样 ,这

说明广义统计不相关最佳鉴别矢量集的计算公式与基于

Fisher 最优鉴别准则的统计不相关最佳鉴别矢量集的计算公

式完全一样 ,只是人们以前没有注意到这一点.

4 　结论

　　本文对统计不相关最佳鉴别矢量求解算法进行研究 ,获

得如下结论 :

(1)文献[9 ]将 Fisher 最优鉴别准则推广到广义最优鉴别

准则情形 ,这启发我们将统计不相关最佳鉴别准则推广到广

义统计不相关最优鉴别准则. 这是本文的一个基本出发点.

(2)从理论上得到广义统计不相关最佳鉴别矢量集的一

个理论结果 ,研究发现 ,广义统计不相关最佳鉴别矢量集的计

算公式与基于 Fisher 最优鉴别准则的统计不相关最佳鉴别矢

量集的计算公式完全一样 ,只是以前我们没有注意到这一点.

(3)本文的研究结果对揭示广义统计不相关最佳鉴别矢

量集的本质以及它与一般统计不相关最佳鉴别矢量集的关系

有重要的作用.
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