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  摘  要:  本文提出了基于指数遗忘分布的信号瞬时频率估计算法. 与其他的时频分布算法相比, 通过采用单边

指数分析窗口,指数遗忘分布可以在时频分析中引入迭代算法从而大大提高计算效率,本文对这一算法的性能进行了

理论分析,同时其有效性在相应的仿真试验中得到了证明.
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Abstract:  The idea of instantaneous frequency estimation using exponentially forgetting transform is discussed. Compared with

other forms of time2frequency distribution, the application of single2sided exponential window makes it possible the iterative compu2

tation which greatly increases the computation efficiency.The theoretical analysis of the performance of this algorithm is given and its

effectiveness is demonstrated by the corresponding simulation as well.
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1  引言

  瞬时频率估计研究信号频谱分量峰值的时间分布, 对比

传统傅立叶频率分析方法, 能够更为准确地反映出非平稳信

号的时变本质.瞬时频率对信号的频率描述具体到特定时间,

这一点与时频分析有着内在的联系 ,也导致了基于时频分布

的瞬时频率检测方法的出现.

文献[ 1, 2]对WVD频率估计器的性能进行了分析. 当信

号的相位函数可用阶次不大于 2 的多项式表示时, Wigner 变

换可使信号的能量沿瞬时频率集中, 此时Wigner 分布的峰值

检测方法可得到瞬时频率的无偏估计.但这一要求过于苛刻,

现实中大多数信号不满足这一条件 .此时信号瞬时频率估计

将不再无偏,估计的误差取决于信号的真实相位与线性相位

假设的差异程度,与信噪比这两个因素.

分析表明利用Wigner 分布的瞬时频率估计的偏差和方

差与噪声的功率和计算窗口宽度这两个因素之间存在明确的

关系:采用较宽计算窗口时瞬时频率估计的方差减小, 而估计

的偏差增大;当窗口的宽度减小时情况则相反;因此有可能在

瞬时频率估计的偏差与方差之间得到折衷, 找到最佳的窗口

宽度.窗口宽度的判断是一个假设检验问题. 文献[ 3~ 5]对此

问题进行了讨论.这种方法的利用了多个窗口分别进行时频

分布计算,对不同窗口下的瞬时频率估计的偏差与方差分布

进行判断, 其计算较为繁琐.

文献[ 6]讨论了利用互Wigner 分布形式进行瞬时频率估

计的方法. 通过迭代运算来构造一个频率分布与待测信号的

频率不断逼近的参考信号, 进行瞬时频率估计, 该方法受信噪

比变化的影响较小, 但主要缺点在于需要重复的进行耗费大

量时间的时频分布计算, 同时瞬时频率的估计也是有偏的. 目

前常用的方法还包括基于短时傅立叶变换的瞬时频率检测,

文献[ 7, 8]对此有专门的论述.

利用时频分布的瞬时频率估计算法得到了广泛的研究,

在文献[ 9~ 12]中, 论述了信号的瞬时频率与时频分布的关

系, 并对各种算法进行了比较.目前利用时频分布的瞬时频率

估计算法的主要研究方向集中在提高时频分布的计算效率,

改善瞬时频率估计精度上面. 本文提出了基于指数遗忘分布

的瞬时频率估计方法, 分析证明该方法与其他时频分析方法

相比具有很高的计算效率. 文中对该算法的估计性能进行了

分析并给出相应的仿真结果.

2  指数遗忘分布

211 信号假设

假设实的调频信号为:

x( t) = a ( t) cos[ <( t ) ] (1)

其中 a ( t )为信号的包络, <( t )为信号的相位函数.当满
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足 Bedrosian 定理时[11] , 可以通过希尔伯特变换, 获得该信号

的复数形式:

s( t) = x( t) + jQ
]

- ]

x( t - S)
PS

dS= a( t)ej<( t) (2)

此时该信号的瞬时频率定义为:

f i ( t) =
1

2P
d<( t )
dt

(3)

212  指数遗忘分布

常用的短时傅立叶变换对信号待分析时间点 t 附近的邻

域进行采样和频率分析,从而得到信号的时频分布. 当采用单

边指数窗口时,时域窗口是非对称的, 并仅对 t时刻以前的信

号进行采样.越靠近时刻 t 的信号值相应的也会获得的更大

的加权,加权值与该点到时间 t 的距离呈负指数关系. 因此可

以认为单边指数窗口使得对信号的历史以指数规律/ 遗忘0 ,

所以称为: 指数遗忘分布 ( EFT: Exponentially Forgetting Trans2

form) .

指数遗忘分布计算公式为:

X( t , X)=Q
t

- ]
x( S) eK( S- t) e- jXSdS (4)

这里 h( t)= eKtu ( - t )是单边指数窗口, K> 0, K决定单

边指数窗口的衰减速度,称为遗忘系数.

指数遗忘分布是可逆的分布,从式( 4)可得到 :

9X( t , X0 )
9t

= - K#Q
t

- ]
x( S)e- j XSdS+ x( t) e- jX

0
t

因此可以得到指数遗忘分布的反变换公式:

x( t) =
9X( t, X0)

9t + KX( t, X0) ejX
0
t (5)

指数遗忘分布的离散形式的计算公式:

Xn, X= E
n

m= - ]

x( m) eK( m- n )ej Xm (6)

根据式(7)有如下的结论:

  Xn+ 1, X= E
n+ 1

m= - ]

x( m )eK( m- n- 1)# e- jXm

= e
- K E

n

m= - ]
x( m ) e

K( m- n)
e
- jXm

+ xn+ 1e
- j( n+ 1) X

= e- KXn, X+ xn+ 1e
- j( n+ 1) X (7)

公式( 7)说明:指数遗忘分布计算时,信号在某个时间点

上的时频分布可利用在该点信号值与前一个时间点上时频分

布的线性组合来获得,因此在不同时间点上的时频分布之间

存在确定的递推关系,这将有利于迭代运算的实现.

在通常时频分析计算中, 当窗口在时间轴上滑动一个单

位时,需要对信号进行重新加权,并作 FFT 运算, 不同时刻的

时频分布之间没有明确关系.如假设频率点数为 N (N = 2k, k

为整数) .指数遗忘分布在每一个时间点上, 需要进行 2N 次

复数乘和N 次复数加法运算. 与短时傅立叶变换作比较, 当

计算窗口的宽度为 h 时, 窗口的加权运算需要 h 次复数乘,

而为了采用按时间抽取的快速傅立叶算法, 复数乘法与复数

加法的次数都等于 Nlog2N. 采用指数遗忘分布在每个时间点

上,比短时傅立叶变换少进行 N( log2N- 2) + h 次复数乘, 和

N ( log2N- 1)次的复数加,所以指数遗忘分布更适用于数据较

长和要求实时处理的场合.

3  利用指数遗忘分布峰值提取的信号瞬时频率估计

  在实际应用场合, 信号幅度通常可以认为是恒定的, 本文

中也考虑这一情况:

s( t)= A# ej<( t) (8)

当指数遗忘分布的遗忘系数 K确定后, 可以得到下面的

信号时频分布:

X( t , X;K) =Q
t

- ]
A# ej<( t)# eK( S- t )# e- jXSdS

= A#
eK( S- t )# ej[ <( S) - XS]

K+ j[ <c ( S) - X]

t

- ]
=

A# ej[<( t) - Xt ]

K+ j[<c (S) - X]

(9)

因为上面的计算结果为复数,所以取其模值的平方:

| X( t , X; K) | 2=
A2

K2+ [ <c ( t) - X] 2 (10)

可以看到所得到的时频分布在 <c ( t ) = X( t)处达到极大

值, 其值为 A2/ K2, 而此时有 X( t) = 2Pf i ( t ) , 说明利用指数遗

忘分布的峰值检测可以获得信号的瞬时频率. 其计算公式如

下:

f i( n̂ )=
fs

2N
arg max X

X
( n, X) (11)

f i( n)̂、fs 分别为瞬时频率的估计值与信号的采样频率.

4  基于指数遗忘分布的瞬时频率检测的性能分析

  通常认为在信号的频率随时间变化的时候, 可以通过遗

忘参数 K的选择, 使得在单边指数窗口内部的信号频率近似

不变. 信号表示如下:

x( n)= s( n)+ E( n) (12)

其中 E( n)是复的白噪声, E( n ) = Ex ( n ) + j# Ey ( n) , Ex
( n)、Ey ( n)分别为噪声的实部与虚部, 且互不相关. 其统计特

性为:

E[ Ex( n) ] = E[ Ey( n) ] = 0 (13)

Var[Ex ( n) ]= Var[ Ey( n) ] =
R2

2
(14)

此时信号指数遗忘分布的模值平方为:

 | X( t, X; K) | 2 = E
n

k
1
= - ]

E
n

k
2
= - ]

[ s( k1) + E( k1) ]# [ s
* ( k2)

 + E* ( k2) ]# eK( k1
+ k

2
- 2 n)# e- jX( k

1
- k

2
)

= Y1( t, X; K)+ Y2 ( t, X; K) (15)

其中 Y1( t, X; K)、Y2( t, X; K)分别有如下的形式:

Y1( t , X; K)= E
n

k
1
= - ]

E
n

k
2
= - ]

s( k1)# s
* ( k2 )# eK( k1+ k

2
- 2 n)# e- jX( k

1
- k

2
)

(16)

Y2( t, X; K)= E
n

k
1
= - ]

E
n

k
2
= - ]

[ s( k1)#E
* ( k2 )+ s( k2) E

* ( k1)

+ E( k1) E
* ( k2) ]#eK( k1

+ k
2
- 2n)#e- j X( k

1
- k

2
) (17)

可以证明此时信号指数遗忘分布的模值平方的数学期望

为:
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E[ | X( t , X;K) |
2
] = E

n

k1= - ]
E
n

k2= - ]

s( k1 )# s
*
( k2)

#eK( k1
+ k

2
- 2n )#e- j X( k

1
- k

2
) +

R2

2K
(18)

从上面的计算结果可以得到在信号的瞬时频率分布处的

指数遗忘分布的信噪比为:

SNR=
2A2

KR2

因此通过指数遗忘可以得到的信噪比改善系数为: 2/ K,

由于计算中有 0< K< 1 所以信噪比得到增强.

考虑加性白噪声对利用指数遗忘分布的瞬时频率估计性

能的影响:当信噪比较高时候可认为, 噪声的影响使得信号的

瞬时频率估计值是一个围绕真值波动的随机变量, 而瞬时频

率的估计可以看作对指数遗忘分布的频谱极大值点的检测问

题.在这些极大值点处有:

9 | X( n, X) | 2

9X X= X̂
i

= 0 (19)

利用上式,对信号的指数遗忘分布在瞬时频率附近进行

泰勒多项式展开:
9| X( n , X) | 2

9X X= X̂
=
9 | Y1( n, X) | 2

9X X= X
i

+ $ X#
9 2| Y1( n , X) | 2

92X X= X
i

+
9 | Y2( n, X) |

2

9X X= X̂
i

(20)

其中式(20)中的第一项为 Y1( n, X)在瞬时频率真值位置

的频率微分, $ X为瞬时频率估计误差, $ X= X̂i - Xi, 第三项

代表对 Y2( n, X)在瞬时频率估计值处的频率微分.

可以证明式(19) 中的第一项为 0, 因此瞬时频率的估计

误差可以表示为:

$ X=
9 {Y2( n, X) }

9X X= X̂
i

9 2{Y1( n, X) }

92X X= X
i

(21)

对上式中的各项进行分析可以得到:

92{ Y1( n, X) }

9 2X X= X
i

= E
n

k
1
= - ]

E
n

k
2
= - ]

s( k1)# s
* ( k2 )# [ - ( k1- k2) ]

# eK( k1
+ k

2
- 2 n)# e- jX( k

1
- k

2
)

X= X
i

(22)

经过计算可以得到:

9
2
{Y1( n, X) }
92X X= X

i

=
- 2A2

K2 (23)

所以瞬时频率估计偏差的期望为:

  E[ | $ X| 2] =
K

2

- 2A2

2

E
9 {Y2 ( n, X) }

9X

#
9 {Y2 ( n, X) }

9X X= X̂
i

(24)

9{ Y2( n, X) }
9X

= E
n

k
1
= - ]

E
n

k
2
= - ]

[ s( k1 )# E
* ( k2)+ s( k2 )E

* ( k1)

+ E( k1) E
* ( k2) ]#[ - j( k1- k2) ] eK( k1+ k

2
- 2 n)

# e
- jX( k

1
- k

2
)

(25)

可以证明 E
9 {Y2( n, X) }

9X
= 0. 因此有 E [$ X] = 0.

考虑瞬时频率估计的方差.

Var[$ X] = Eõ | $ X| 28- E2[$ X]= Eõ | $ X| 28

E[ | $ X| 2 ]=
(1- eK) 4

2A2e3K

2

E
9{ Y2( n, X) }

9X

#
9{ Y2( n, X) }

9X X= X̂
i

(26)

通过计算:

E
9{ Y2( n, X) }

9X
#

9{ Y2 ( n, X) }
9X X= X̂

i

= E
n

k
1
= - ]

E
n

k
2
= - ]

E
n

k
3
= - ]

E
n

k
4
= - ]

[ s( k1) E
* ( k2) + s( k2 ) E

* ( k1 )+ E( k1)

E* ( k2) ] [ s
* ( k3 )E( k4)+ s* ( k4) E( k3) + E* ( k3)E( k4) ]

# ( k1 - k2) ( k3 - k4)# eK( k1
+ k

2
+ k

3
+ k

4
- 4 n)

# e- j X( k
1
- k

2
- k

3
+ k

4
)

X= X̂
i

(27)

对式( 27)化简后可以得到:

E
9{ Y2( n, X) }

9X
#

9{ Y2( n, X) }
9X X= X̂

i

=
5#A2R2

2K

(28)

代入式( 26) , 可以得到信号的瞬时频率估计的方差为:

Varf̂ =
5R2#K3

(2P)
2
8#A

2=
5K3

8# (2P )
2
SNR

(29)

5  仿真结果

  在仿真试验中分别采用指数遗忘分布与伪Wigner 分布

对频率阶跃信号进行瞬时频率检测. 图 1 的虚线部分表示利

用指数遗忘分布的频率检测结果, 实线表示伪Wigner分布的

检测结果. 可以看到:与伪Wigner分布方法相比, 指数遗忘分

布能够更准确地定位频率的跳变位置, 且没有如图 1 中伪

Wigner分布在频率跳变处的过渡.图中数据长度为 256 点, 信

噪比 10dB,遗忘系数 K= 0. 1, Wigner 分布采用 hamming 窗, 长

度为 37.

利用指数遗忘分布进行正弦调频信号瞬时频率估计, 信

噪比为 15dB, 遗忘系数.图 2 表示了相应的检测结果, 图中实

线表示瞬时频率的真值, 虚线代表瞬时频率的估计值, 为比较

频率估计的结果, 将估计值与真值错开表示.

图 3 表示了利用指数遗忘分布的瞬时频率估计的方差与

信噪比的关系的仿真结果, 横坐标表示信噪比, 单位为 dB, 纵

坐标表示瞬时频率估计方差的对数, 三条曲线从上至下分别

表示遗忘系数 K= 0. 4、K= 0. 3、K= 0. 2 时的瞬时频率的估计

方差随信噪比的变化情况.该结果与理论分析一致. 即在信噪
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比相同的时候,频率估计的方差与遗忘系数之间有固定的关

系.具体在仿真试验结果中:遗忘系数为 K= 0. 3时与 K= 0. 2

时相比,在信噪比大于 7dB的情况下前者的频率估计方差,大

约是后者的 3. 34 倍,而当遗忘系数 K= 0. 4 与 K= 0. 2 时相

比,前者的方差大约为后者的 7. 976 倍,同时方差的对数与信

噪比近似为线性关系,这个结果与理论分析是一致的.

图 4所示的仿真试验对在信噪比为 10dB的情况下, 利用

不同遗忘系数的信号瞬时频率估计方差的分布情况进行了统

计,图中实线代表式(29)的理论分析结果, 而圆圈表示仿真试

验的计算结果.

6  结论

  指数遗忘分布是短时傅立叶变换一种特殊形式, 通过对

单边指数窗口内部的信号取样进行频率分析来实现时间2频

率联合表示.采用单边指数窗口后, 可在时频分析中利用迭代

运算,因此与其他时频分析方法相比具有更高的计算效率,更

适用于数据较长和要求实时处理的场合. 在指数遗忘分布中

时频分辨率的调节可以通过改变遗忘系数来实现. 在文章中

对瞬时频率检测性能进行了分析, 同时方法的有效性在仿真

结果得到了验证.
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