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人工神经网络的多维空间几何分析及其理论
王守觉 ,王柏南
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　　摘　要 :　本文系统地讨论了作为用于分析人工神经网络的一种方法即多维空间几何方法 ,并对多维空间几何学

进行系统的研究 ,推导了必要的定理 ,为人工神经网络的分析提供了新的手段.
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Abstract :　We systematically discuss a high2dimensional space geometry method used for analyzing artificial neural networks ,do

some research work about the high2dimensional space geometry and prove the necessary theorems. It is a novel tool to analyze artificial

neural networks.
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1　引言
　　人工神经网络一方面由于它极强的函数拟合和自学习能

力、很好的鲁棒性以及高超的分类划分能力等优点已经广泛

地被工程技术界用来解决各类实际问题 [1 ] .但另一方面 ,由于

每个神经元行为的数学描述都是一个多变量的非线性函数方

程 ,组成网络以后的庞大多变量非线性方程组更难以进行数

学的分析.虽然不少作者曾提出过多种数学分析方法 [2 ] ,但复

杂多变量非线性方程组的处理与分析问题始终是个难题 ,它

限制着人工神经网络从分析角度的深入发展.

人类生活在自然界中最早对物体形状的概念是个几何概

念 ,几千年以后由于代数学的深入发展才产生了解析几何、微

积分、微分方程以及各种抽象空间的几何.这就把人脑中朴素

的形状概念上升到用许多抽象的数学公式来表达.一般说人

们对物体形状的几何概念很清楚 ,但解析几何、微积分用方程

式来分析计算则更加精确.

对于人工神经网络而言 ,由于对庞大的复杂多变量非线

性方程组目前数学上还缺乏通用的解析方法 ,因而对神经网

络行为用数学解析全面进行精确分析的途径还难以实现.

为改善对神经网络行为的认识和研究中的“黑匣子”式难

以处理的状态 ,本文提出了一种用多维空间几何推理的认识、

分析方法.在作者已发表的有关神经网络模型与算法的论

文[3 - 7 ]的实验结果中 ,初步反映了这种认识与分析方法的优

越性.

2　神经元的多维空间几何对应
　　广义地看待一个神经元可以理解为一个如下的基本运算

操作 :

Y = f [Φ( x1 , x2 , ⋯xn) -θ] (1)

神经元的基本运算规则.如对于 BP网络的神经元

Φ( x1 , x2 , ⋯xn) = ∑
n

i =1

wixi (2)

而对于 RBF网络的神经元 ,则可取

Φ( x1 , x2 , ⋯xn) = [∑
n

i =1

( xi - wi)
2 ]

1
2 (3)

因而可以把一个神经元对应于多维空间中一个超平面或超曲

面 ,其方程式为

Φ( x1 , x2 , ⋯xn) -θ= 0 (4)

而神经元输出函数 f 的基是输入空间的输入点偏离该超平面

或超曲面的程度.

显然超平面或超曲面的几何概念对于帮助人们对神经网

络行为的认识与分析是十分有效的.

3　用几何分析方法发展神经网络新模型新算法的

实例

　　把模式识别用神经网络中每个神经元看作是在多维空间
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中作的一个超平面或超曲面 ,依此来划分输入空间的样本点.

而如果把先分离的某些样本点挖掉不再参加后面的划分 ,就

象一只苹果中有许多不同颜色的污点 ,先靠边切一刀把若干

个同一颜色的污点切掉 ,并把这切下的一片苹果拿走 ,则依次

一刀刀地切下去总能把所有的各色污点都分离在许多片切下

的苹果中.每切一片至少能切去一个或几个同色的污点.这一

最简单的几何常识 ,就可以得出以下对应于模式识别用神经

网络训练算法中的几点结论 :

(1)如果神经元编有序号而能使某一个神经元激活后就

能抑制所有以后的神经元 ,则就能相当于把切下的一片苹果

拿走.

(2)如果神经元编有序号而在前面的神经元的输出结果

优先于后面的神经元 ,则同样相当于把它切下的一片苹果拿

走.

(3)如果能实现上述二点中任意一点 ,则这个训练算法必

定收敛 ,而且所有训练样本能全部正确识别.

正是根据上述第 1点 ,作者发展了通用前馈网络与排序

学习前向掩蔽模型[3 ,4 ]即 SLAM模型.实验证明它的训练速度

较 BP模型快几十倍[3 ,4 ] .

根据上述第 2点 ,作者提出了优先度排序人工神经网络

(PONN) [5 ,6 ]的概念 ,不仅可用于 SLAM模型 ,而且可用于任何

其它神经元的网络.如用于作者在另一论文中所提出的“方向

基函数”( DBF) [7 ]神经元 ,用优先度排序的方向基函数

(PODBF) [5 ]神经网络 ,其训练时间更缩短了一个数量级 ,而且

识别率大为提高.

正如上述第 3点所述 ,这些神经网络模型与算法都有很

好的收敛性.

上述这些事实正是作者希望进一步深入研究多维空间几

何的动机.

4　多维空间几何的基本分析方法与定理证明

　　原苏联科学院院士和通讯院士Α. Д.亚历山大洛夫等的

一部数学名著[8 ]中对多维空间几何学的内容及其发展史作出

了简单的介绍 :德国数学家格拉斯曼和英国的数学家凯利通

过与普通的解析几何作形式的类比的途径得到多维空间解析

几何原理的表达.瑞士数学家史雷夫里讨论了多维空间的正

多面体的问题.但多维空间几何学虽历经多年的发展 ,而目前

尚未形成系统而实用的几何分析方法.本论文试图在这方面

做一些初步的补充 ,给出了如下的多维空间几何学的公理、定

理及其证明 ,以便应用于人工神经网络行为的分析研究中.

411　基本定义

自由度 :自由度等于维数. n维空间有 n个自由度.

约束 :对于 n维空间的点 P( x1 , x2 , ⋯, xn) ,若存在 f ( x1 ,

x2 , ⋯, xn) = c ,则称 f 为 p的一个完全约束.若存在 f ( x1 , x2 ,

⋯, xn) ≤c或 f ( x1 , x2 , ⋯, xn) ≥c ,则称 f 为 p的一个不完全

约束. (若无特殊说明 ,本文提及的约束均指完全约束)

超平面 : n维空间中的 k维超平面定义为满足下面的 n -

k个各自独立的线性方程的点的轨迹 :

a11 x1 + a12 x2 + ⋯a1 nxn + b1 = 0

a21 x1 + a22 x2 + ⋯a2 nxn + b2 = 0

┇

an - k ,1 x1 + an - k ,2 x2 + ⋯an - k , nxn + bn - k = 0

这些方程中的每一个都表示一个 n - 1维超平面 ,而它们全

体则共同决定 n - k 个这种超平面的公共点.每个方程中 x

的系数 a1 , a2 , ⋯, an 就是该 n - 1维超平面的法线向量的系

数.

超球面 :到定点距离等于定长的点集.

超球 :到定点距离小于或等于定长的点集.

平行 :同一平面内永不相交的两条直线平行. n维空间中

在 n - 1维超平面外一条直线和该超平面永不相交 ,则该直线

与该超平面平行.若同一超平面内两个低一维的超平面永不

相交 ,则二者平行.

垂直 :夹角为直角的两直线垂直.若直线垂直于某一超平

面内的任意与它相交的直线 ,则该直线垂直于该超平面.若一

超平面内某一直线垂直于另一超平面 ,则二者垂直.

点到超平面的距离 :已知超平面α和α外找一点 p ,过 p

作一直线与 a垂直相交于点 q ,称 p和 q两点之间的距离为点

p到超平面α的距离.

两个平行超平面之间的距离 :在两个平行超平面外找一

点使能作一直线与二者垂直相交 ,两个交点之间的距离就是

两个超平面之间的距离.

投影 :直线外一点 p在直线 l 上的投影是指经过 p点且

垂直于 l的直线与 l的交点.平面外一点 p在平面α上的投影

是指经过点 p且垂直于α的直线与α的交点.超平面外一点

p在超平面α上的投影是指经过点 p且垂直于α的直线与α

的交点.相应地 ,其它几何构形在直线、平面、超平面上的投影

是指该几何构形中的每一点在直线、平面、超平面上的投影的

集合.

直线与超平面的夹角 :是指直线与其在该超平面上的投

影的夹角. (本文中平面、球面维数为二维)

412　点、线、超平面的相互关系

公理 1 :对于 n维空间的任一点 ,作用于该点的每个独立

的完全约束都减少它的一个自由度.作用于该点的不完全约

束不减少它的自由度 ,只是限制它的尺度.

公理 2 :通过不在一个 k - 1维超平面上的每 k + 1个点 ,

有且仅有一个 k维超平面.

公理 3 :在每个 k维超平面上至少有 k + 1个不在同一较

低维数超平面上的点 .在 n维空间中至少有 n + 1个不在任何

同一个超平面上的点.

公理 4 :如果直线与任意维数的超平面有两个公共点 ,则

该直线位于这个超平面上.一般地 ,如果 l维超平面与 k 维超

平面有 l + 1个不在同一 l - 1维超平面上的公共点 ,则它就整

个处在该 k维超平面上.

如果 n维空间中的 l 维和 k 维超平面相交 (至少有一个

公共点) ,则它们交集的维数 x满足下面的关系 :

max ( l + k - n ,0) ≤x≤min ( l , k) (5)

证明 : l维超平面有 n - l 个约束 ; k 维超平面有 n - k 个

约束 ;交集同时满足所有的 ( n - l) + ( n - k) = n - ( l + k -
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n)个约束.如果所有的约束互相独立 ,则交集为 l + k - n维

超平面 ;反之得到更大维数的超平面.又 ,交集的维数显然不

大于 l和 k.证毕.

定理 1 : n维空间中 ,过 k 维超平面α外一点 p引直线 l

与α相交 ,有且仅有一个交点.

证明 :由题设 , l与α相交 ,所以至少有一个交点.如果交

点多于一个 ,由公理 4可知 l <α,与题设矛盾.证毕.

定理 2 : n维空间中 ,两个不重合的平面相交 ,交集是一

点或一条直线.

证明 :由公式 5 ,交集的维数 0≤x ≤2.由题设 ,两个平面

不重合 ,所以交集只能是一点或一条直线.证毕.

讨论 :在 n ( n > 4)维空间中 ,两个平面若相交 ,交集是点

的几率大于交集是直线的几率.

定理 3 : n维空间中 ,在 k 维超平面α上一点 p作直线 l

垂直于α, l的轨迹是 n - k维超平面.

证明 :设 l 的轨迹β的自由度为 x ,β与α有且仅有一个

交点 ,它的自由度为 0.由式 (5) , k + x - n≤0 ,所以 x = n - k.

证毕.

讨论 :本定理同时说明 ,对于 k 维超平面 ,共有 n - k 个

与之垂直且相互重直的方向.

定理 4 : n维空间中 ,通过 k条两两垂直且交于一点的直

线 ,有且仅有一个 k维超平面.

证明 :每条直线有一个自由度 ,每增加一条垂直于所有现

存直线的直线 ,则增加一个自由度.所以这 k条直线共有 k个

自由度.在这 k条直线上 ,分别任取除公共点之外的 k 点 ,连

同公共点 ,共有 k + 1点 ,这 k + 1点不可能处于同一个 k - 1

维超平面上 .于是由公理 2 ,这 k + 1点唯一确定一个 k 维超

平面.证毕.

定理 5 : n维空间中 ,过 k 维超平面α外一点作直线 l 垂

直于α内 k条两两垂直且交于一点的直线 ,则 l垂直于α.

证明 :由定理 4 ,这 k条两两垂直且交于一点的直线唯一

确定α, l垂直于这些直线 ,故 l垂直于α.证毕.

定理 6 : k + 1维空间中 ,如果 k 维超平面α外一条直线 l

平行于α内一条直线 m ,则 l平行于α.

证明 :用反证法.假设 l 不平行于α,那么 l 必然与α相

交 ,设交点为 p.显然 p ⁄ m ,否则 l不平行于 m.这样 ,由直线

m以及 m外一点 p可以唯一确定一个平面.该平面既与 l 平

行 ( l平行于 m) ,又与之相交 (交点 p) ,矛盾.所以 l平行于 a.

证毕.

定理 7 : k + 1维空间中 ,如果 k维超平面α平行于 l 维超

平面β内 l条两两垂直且交于一点的直线 ,那么α平行于β.

证明 :由定理 4 ,β内 l 条两两垂直且交于一点的直线唯

一确定β.α平行于这些直线 ,所以α平行于β.证毕.

两个平面之间的夹角 :在 n维空间中 ,两个平面经过平

移后如果相交且不重合 ,交集可能是一点或一条直线.如果交

集是一点 ,这时两个平面垂直 ,夹角为直角 ;如果交集是直线 ,

这时两个平面实际上处于一个三维空间中 ,在两个平面上分

别作直线与两平面的交线垂直 ,这两条直线之间的夹角称为

两个平面之间的夹角.

两个超平面之间的夹角 :在 n 维空间中 ,两个超平面经

过平移后如果相交且任何一个超平面都不是另一个超平面的

子集 ,那么交集有多种情况.设两个超平面α、β的维数分别

为 k、l ,由式 (5) ,交集的维数 x满足如下关系

max( k + l - n ,0) ≤x≤min ( k , l) - 1 (6)

如果 k = l = n - 1 ,那么 x = n - 2 ,即α、β的交集是 n - 2维超

平面γ,在γ上任取一点 O ,过点 O在α内γ外作直线 OA 垂

直于γ,再过点 O在β内γ外作直线 OB 垂直于γ,称 ∠AOB

为α、β的夹角.

413　超平面和超曲面的相互关系

公理 5 : n维空间中 ,任一 k维超平面中都包含无穷多较

低维数的超曲面.

定理 8 : n维空间中 ,平面α与超球面σ相交 ,交集是一点

或一个圆.

证明 :交点在σ上 ,所以交点到超球面的球心 O 的距离

为定值. O到α的距离为定值 ,所以交点到 O在α的投影点

的距离也是定值.所以交集是圆.证毕.

讨论 :一般地 ,交集是圆.如果圆退化成一点 ,则称平面α

与超球面σ相切.

定理 9 : n维空间中 , k维超平面α与 l维超球面σ( k < l ,

k + l > n)相交 ,一般地交集是超球面.并且交集的维数 x 满

足如下关系 :

k + l - n≤x≤k - 1 (7)

证明 :α受到 n - k 个约束 ,σ受到 n - l 个约束 ,如果这

些约束相互独立 ,那么交集的维数为 n - ( n - k) - ( n - l) =

k + l - n ,否则交集的维数要更大.又由题设 ,α与σ相交 ,这

就至少有一个约束 ,所以 , k + l - n≤x≤k - 1.证毕.

讨论 :考虑到极限情况 ,交集可能是一点或一个圆.如果

交集是一点 ,称α与σ相切.

定理 10 : n维空间中 , k 维超球面α与 l 维超球面β( k <

l , k + l > n)相交 ,一般地交集是超球面.并且交集的维数 x

满足如下关系 :

k + l - n≤x≤k - 1 (8)

证明及讨论同定理 9.

414　常见几何体的体积公式

边长为 a的 k维立方体的体积 V = ak .

在推导体积公式之前 ,首先给出两个公理.

公理 6 : n维空间中 ,若几何体沿某个方向伸长 a倍 ,则

其体积扩大 a倍.

公理 7 : n维空间中 ,对于夹在两个平行的 k 维超平面α

和β之间的两个 k + 1维几何体ε1和ε2 ,若以平行于α和β的

任意 k维超平面δ截ε1和ε2所得到的两个 k 维超平面的面

积恒相等 ,则ε1和ε2的体积相等.

定理 11 : n维空间中 ,若 k维长方体的边长分别为 a1 , a2

⋯ak ,则其体积为Π
k

i =1
ai .

证明 :由公理 6即可推出 .

定理 12 : n维空间中 , k维超棱锥的体积是与它等底等高

的超棱柱的体积的 1/ k .
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证明 :首先考虑底边和高相等的情况.以超棱柱的任一顶

点为顶点 ,以包含该顶点的棱为高 ,以对应面为底 ,可以做出

k个超棱锥 ,显然这 k个超棱锥全等并且将超棱柱填满.所以

每个超棱锥的体积是超棱柱的 1/ k .再由公理 6 ,即可得证.

推论 : n维空间中 , k维超圆锥的体积是与它等底等高的

超圆柱的体积的 1/ k.

定理 13 : n维空间中 , k 维超圆柱的体积等于底面积乘

高 ,其底面积等于同样半径的 k - 1维超球的体积 .

证明 : k维超圆柱的底面显然是 k - 1的超球.构造一个

和 k维超圆柱等底等高的超棱柱 ,由公理 7可知 ,二者具有相

同的体积.由定理 11 , k 维超棱柱的体积等于底面积乘高 ,从

而得证.

k维超球的截面是 k - 1维超球 ,设 k - 1维超球的体积

为 Vk - 1 ,则 Vk =∫Vk - 1 ( x) dx.已知 V3 =
3
4
πR3 ,按照递推公

式 ,有 :

Vk =

π
k
2

(
k
2

) !
Rk , k = 2 m

2
k + 1

2 π
k - 1

2

k ! !
Rk , k = 2 m + 1

(9)

k维超球面的面积是对应超球沿半径方向的微分 ,即 S

= dV/ dR ,所以 ,

Sk =

2π
k
2

(
k
2

- 1) !
Rk - 1 , k = 2 m

2
k + 1

2 π
k - 1

2

( k - 2) ! !
Rk - 1 , k = 2 m + 1

(10)

定理 14 : n维空间中 , k维超球的体积等于半径与其面积

乘积的 1/ k .

几何体沿某个方向均匀增大λ倍 ,则体积随之增大λ

倍.由此不难得出超椭球的体积公式.设 k 维超椭球的半轴

分别为 a1 , a2 , ⋯, ak ,则体积为 :

Vk =

π
k
2

(
k
2

) !
Π

k

i =1
ai , k = 2 m

2
k + 1

2 π
k - 1

2

k ! !
Π

k

i =1
ai , k = 2 m + 1

(11)

5　结论

　　多维空间几何方法用于定性地分析人工神经网络的行

为 ,在提出新的模型和算法方面 ,以其简单直观的特点 ,较传

统的分析方法具有独特的优越性.本文初步系统地发展了多

维空间几何的分析、推理和证明的方法 ,为人工神经网络的分

析与发展提供了一种新的手段.
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