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� � 摘 � 要: � 傅里叶变换和采样定理是信号处理领域的两大基本问题,采样定理研究了傅里叶变换域上带限信号的
采样和重构理论.分数阶傅里叶变换( FRFT )是傅里叶变换的一种推广,与之相应的采样理论目前还不十分完备, 所以

有必要从FRFT 域上重新研究采样定理. 本文首先得到了均匀冲激串采样信号的 FRFT ,然后在此基础上导出了 FRFT

域上带通信号和低通信号的采样定理和重构公式. 这些结果是经典理论的推广, 将丰富分数阶傅里叶变换的理论体

系.
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Sampling Theorems for Bandpass Signals with

Fractional Fourier Transform
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Abstract: � Fourier transform and sampling theorem are the two fundamental problems in signal processing fields. The traditional

sampling theorem clarifies the sampling and reconstruction theories of the bandlimited signals with Fourier transform. The fractional

Fourier transform ( FRFT) is a generalization of the ordinary Fourier transform. And the sampling theories related to it have not been

completed yet, so the sampling theorem needs to be restudied in the FRFT domain. In this paper, we first obtain the FRFT of the uni�
form impulse- train sampled signals, and based on it, we deduce sampling theorem and reconstruction formula for bandpass and low�

pass signals with FRFT. Our work is a generalization of the classical results and will enrich the theoretical system of the fractional

Fourier transform.
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1 � 引言

� � 自从 1980 年 Namias 提出分数阶傅里叶变换 ( fractional

Fourier transform, FRFT )的概念
[ 1]
以来, 在短短的二十几年里,

FRFT 的理论和应用得到了长足的发展. 1987 年, McBride 和

Kerr 对FRFT 作了更加严格的数学定义
[ 2]
, 使之具备了一些很

重要的性质;之后 Almeida又将其解释为时频平面上的旋转算

子[3] ;其间还有研究人员从光学的角度研究 FRFT. 随着理论

体系的不断完备, FRFT 已经被应用到包括量子力学、微分方

程求解、光信号传输、光图像处理、电信号处理、人工神经网

络、通信信号处理和时频分析等很多领域中[ 4~ 10] .

作为传统傅里叶变换的推广, FRFT 的很多性质都可以看

成是傅里叶变换的推广和一般化. 一些结果譬如 FRFT 域上

的卷积与乘积定理、FRFT 域上的低通采样定理等已经由国内

外学者陆续从不同角度得到[ 11~ 14] .

采样定理在数字信号处理领域是一个非常基础的命题,

它回答了对信号如何采样和如何重构的问题. 自从 Nyquist和

Shannon提出基本的低通采样定理以来[ 15, 16] , 采样定理已经

发展了七十多年, 其间有许多变种出现, 如带通采样定理、非

均匀采样定理等等[ 17, 18] . 对于 FRFT 域上低通信号的采样定

理虽然已有研究, 但给出的结论并不十分明确[ 11, 12] .

本文的主要目的是从信号与系统的角度研究 FRFT 域上

带通信号的采样定理, 为此首先给出了均匀冲激串采样信号

的 FRFT, 然后导出 FRFT 域上带通信号的采样定理 , 作为特

例, 也给出了 FRFT域上低通信号的采样定理.

2 � FRFT及其域上带通信号的定义

2�1� FRFT的定义

信号 x ( t)的 FRFT可以理解成将其Wigner分布在时频平

面上绕原点顺时针旋转 �角,与此对应的积分形式定义为[ 5]

X�( u) = F�[ x ( t) ] = �
 

-  
K�( u, t) x ( t) dt (1)
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其中积分核为

K �( u , t) =
A�e

j
t
2

2
cot�- jutcsc�+ j

u
2

2
cot�, �! k�

 ( u- t) , �= 2k�

 ( u+ t) , �= ( 2k+ 1) �

(2)

式中 A�=
1- j cot�
2�

, k 取整数.可以看出,当 �= �/ 2 时, FRFT

将变成傅里叶变换,所以傅里叶变换是FRFT 的一个特例.

2�2 � FRFT域上的带通信号的定义

如果存在 0∀ ! l< !h , 使得信号 x ( t)的 FRFT 满足

X�( u)= 0, � � 当| u | > ! h 或| u | < ! l (3)

则称 x ( t )为 FRFT 域上的带通信号.其 FRFT 域上的带宽可定

义为 ! �= ! h- ! l (4)

特别地,当 ! l= 0时, 带通信号将变成低通信号. 我们平时所

说的带通和低通信号实际上是指 �= �/ 2 的 FRFT 域(也即傅

里叶变换域)上带通和低通信号.

3 � 均匀冲激串采样信号的 FRFT

� � 为了推导采样定理, 我们先来研究均匀冲激串采样信号

的FRFT .假设模拟信号 x ( t)被一冲激串以采样周期 Ts 均匀

采样,可得采样信号为

x s ( t) = x ( t) #
 

n= -  

 ( t - nTs ) (5)

根据定义(1) ,可知 xs ( t)的 FRFT 为

� F�[ x s( t ) ] = �
 

-  
K �( u, t ) x s ( t) dt

= �
 

-  
K �( u, t ) x ( t) #

 

n= -  
 ( t - nT s) dt (6)

交换积分和求和顺序,可得

F�[ xs ( t ) ] = #
 

n= -  �
 

-  
K�( u, t) x ( t)  ( t - nT s ) dt (7)

由于  ( t - t0 )的傅里叶变换为 ej∀t0, 用 nTs 替换 t0, 可以

得到  ( t- nT s )的傅里叶变换为 ej∀( t- nT
s
) .根据傅里叶变换的

定义[19] , 容易得到

 ( t- nT s) =
1
2��

 

-  
ej∀( t- nT

s
) d∀ (8)

再用 v csc�替换 ∀, 可得

 ( t - nT s) =
1
2��

 

-  
ejv ( t- nT

s
) csc�csc�dv (9)

将式(9)代入式(7) ,可得

F�[ x s( t) ]

= #
 

n= -  
�

 

-  
K�( u, t) x ( t ) (

1
2��

 

-  
ej v ( t- nT

s
) csc�csc�dv)dt

=
1
2� #

 

n= -  �
 

-  �
 

-  
A�e

j
t
2

2
cot�- jutcsc�+ j

u
2

2
cot�
e
j vtcsc�

e
- jvnT

s
csc�
x ( t) dtcsc�dv

=
1
2� #

 

n= -  �
 

-  
(�

 

-  
A�e

j
t
2

2
cot�- j ( u- v) tcsc�+ j

( u- v)
2

2
cot �x ( t) dt) ej

2uv- v
2

2
cot�

� ∃ e- jvnT
s
csc�csc�dv

=
1
2� #

 

n= -  �
 

-  
X�( u - v) e

j
2uv- v

2

2
cot�
e
- jvnT

s
csc�
csc�dv (10)

再次交换积分和求和顺序

F�[ xs ( t) ] = �
 

-  
X�( u - v) #

 

n= -  
e- jvnT

s
csc�ej

2uv- v
2

2
cot�csc�dv

(11)

由于冲激串 #
 

n= -  

 ( t - nT )的傅里叶级数为 ak=
1
T
, 根据

傅里叶级数的定义[ 19] , 可得

#
 

n= -  

 ( t- nT ) #
 

n= -  

1
T
e
j n( 2�/ T ) t

(12)

用
2�sin�
T s

替换T ,用 v 替换 t, 可以得到

#
 

n= -  

 v- n
2�sin�
Ts

= #
 

n= -  

Ts
2�sin�

ej n( T s/ s in�) v (13)

于是

2�
T s

#
 

n= -  

 v - n
2�sin�
Ts

= #
 

n= -  

ejvnTs csc�csc�= #
 

n= -  

e- j vnT scsc�csc�

(14)

也就是

#
 

n= -  
e
- jvnT

s
csc�
csc�=

2�
Ts #

 

n= -  
 v- n

2�sin�
Ts

(15)

将式( 15)代入式( 11) ,可得

F�[ xs ( t) ] =
1
Ts�

 

-  
X �( u - v ) #

 

n= -  

 ( v - n
2�sin�
Ts

) ej
2uv- v

2

2
cot�dv

=
1
T s
ej
u
2

2
cot��

 

-  
X�( u - v ) e- j

( u- v)
2

2
cot� #

 

n= -  

 ( v - n
2�sin�
T s

) dv

(16)

最后可得

F�[ xs ( t) ] =
1
T s
e
j
u
2

2
cot�

[ X �( u) e
- j

u
2

2
cot�
* #

 

n= -  
 ( u- n

2�sin�
T s

) ]

(17)

式中, % * &代表卷积.

式(17)给出了原始信号与采样信号FRFT 之间的关系, 根

据式( 17) , 图 1以 FRFT 域上的低通信号为例给出了信号时域

采样过程对 FRFT 域的影响. 可以看到信号在时域采样, 相当

于在 FRFT 域上周期化(伴随有相位变化) .为了便于理解, 我

们可以在概念上将这种周期化其分成三步完成: ( 1)原始信号
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的FRFT 被一线性调频信号 e- j
u
2

2
cot �%调制& ; ( 2)% 调制&后的信

号以
2�| sin�|

T s
为周期进行周期复制; (3)复制后整个信号再被

另一相位相反的线性调频信号
1
T
ej
u
2

2
cot�% 解调&.

4 � 采样定理

� � 由式( 17)可以看到, 在 FRFT 域上, X�( u ) e
- j

u
2

2
cot �
将以周

期
2�| sin�|

T s
复制; 另一方面, 由带通信号的定义, 可知当

| u | > !h或| u | < ! l 时, X�( u) e
- j

u
2

2
cot�= 0. 显然, 我们可以在

1 ∀ N ∀ �
! h

! �
∋范围内选择合适的 N,其中�∃∋表示向下取整,使

得

N
2�| sin�|

T s
(2 !h (18a)

( N- 1)
2�| sin�|

T s
∀ 2! l (18b )

同时成立, 这样信号在 FRFT 域上谱就没有混迭, 在时域上也

就能够完美重构 x ( t ) , 具体数量关系可参见图 2( b) . 如果令

采样频率为 ! s=
2�
T s

(19)

当 N> 1时, 由式(18)可得

2 !h | csc�|
N

∀ ! s ∀
2 ! l| csc�|

N- 1
(20a)

当 N= 1时, 式(18b )恒成立, 由式(18a)可得

! s (2 !h | csc�| (20b )

式(20) 给出了 FRFT 域带通信号的采样定理. 如果令

! l= 0,则 ! h= !�,式(20)将变成 FRFT 域低通信号的采样定

理.

! s(2 ! �| csc�| (21)

进一步地,如果令 �= �/ 2,即 csc�= 1,式(20)和(21)将分

别变成经典的带通和低通采样定理[ 17, 19] .

5 � 重构公式

� � 如果采样频率满足上述的采样定理, 那么如何由采样样

本重构原始信号呢? 仔细观察可以发现, 式( 17)是一个无穷

级数, 而 n= 0对应的一项恰好为
1
T s
X�( u) . 所以如果在 FRFT

域, 将 F�[ x s ( t) ]通过一个理想的带通滤波器

H ( u)=
Ts , ! l ∀ | u | ∀ ! h

0, 其它
(22)

那么我们在 FRFT域上就能重构 X r�( u) (与 X�( u )相同) , 整

个过程如图 2 所示. X r�( u)再经过逆 FRFT, 就能得到 x r ( t)

(与 x ( t )相同) .写成数学形式, 重构信号为

x r ( t) = F - �[ F�[ x s ( t) ] H ( u) ]

= �
 

-  
K- �( u, t ) (H ( u)�

 

-  
K�( u, #) x s ( #) d#) du

= �
 

-  
x s( #)�

 

-  
K- �( u , t)K �( u , #)H ( u) dud#

= �
 

-  
x s( #)�

 

-  

| csc� |
2�

e- j
t
2

2
cot�+ jutcsc�ej

#2

2
cot�- ju#csc�H ( u) dud#

= e- j
t
2

2
cot ��

 

-  
ej
#2

2
cot�x s( #)

| csc� |
2� �

 

-  
ej u( t- #) csc�H( u) dud#

(23)

容易证明

� � �
 

-  
eju ( t- #) csc�H ( u) du

= Ts�
!
h

!
l

ej u( t- #) csc�du + T s�
- !

l

- !
h

eju ( t- #) csc�du

=
2T s [ sin[ !h ( t - #) csc�] - sin[ ! l ( t - #)csc�] ]

( t - #) csc�
(24)

所以

x r ( t) = e- j
t
2

2
cot��

 

-  
ej
#2

2
cot�x s( #)

∃
T s [ sin[ ! h( t - #) | csc� | ] - sin[ ! l ( t - #) | csc� | ] ]

�( t - #)
d#

(25)

再根据式( 5) , 式(25)可以变成

x r ( t) = e- j
t2

2 cot� #
 

n= -  

ej
( nT

s
)
2

2 cot �x ( nT s )

∃
T s[ sin[ ! h ( t- nT s ) | csc�| ] - sin[ ! l( t - nT s) | csc�| ] ]

�( t- nT s)
(26)

这就是 FRFT 域带通信号的重构公式. 与采样定理类似,

如果令 ! l= 0, 则式 (26)将变成 FRFT 域低通信号的重构公

式.进一步,如果我们选取采样频率 ! s = 2 !�| csc�| , 式( 26)

将变成

x r ( t) = e- j
t
2

2
cot� #

 

n= -  

ej
( nT

s
)2

2
cot �x ( nT s )

sin[ ! �( t - nTs ) csc�]
! �( t - nT s) csc�

(27)

这一结果与文献[ 11, 12]中的结果是一致的.

同理, 如果令 �= �/ 2, 式 (26)和式( 27)也将分别变成经

典的带通和低通重构公式.
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6 � 结论

� � 本文研究了分数阶傅里叶变换域上带限信号的采样问

题.首先给出了均匀冲激串采样信号的 FRFT, 然后从信号与

系统的角度 ,导出了 FRFT 域上带通信号的采样定理. 这一定

理是传统理论的推广, FRFT 域上低通信号的采样定理、经典

的带通采样定理和低通采样定理都是它的特例. 该定理的提

出将完善分数阶傅里叶变换的理论体系, 并进一步推动其应

用领域的发展.
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