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� � 摘 � 要: � 文章提出了基于最小方差谱估计的多循环频率到达角估计方法. 通过对指数函数进行 Jacobi�Anger 展

开,将目标方向矩阵近似分解为两个独立矩阵相乘的形式,并构造相应的变换矩阵, 将多个不同循环频率处阵列输出

信号循环相关函数矩阵进行叠加,再利用最小方差谱估计方法实现对目标到达角的估计.新方法克服了已有基于信号

循环平稳特性估计方法只利用信号单个循环频率信息的不足. 仿真结果证实了新方法的有效性,同时也证实该方法确

实具有较单循环频率 SC�SSF方法和传统宽带聚焦方法更好的估计性能.
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Direction�of�Arrival Estimation Method for Cyclostationary Signals

Using the Minimum�Variance Spectral Estimate
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Abstract: � Suffering from the exploitation of the cyclostationary property at only one cycle frequency , the existing SC�SSF algo�

rithm can not reach the best performance. By using the minimum�variance spectral estimate method, a new approach exploiting the cy�
clostationary property at multiple cycle frequencies is discussed in the paper. Firstly, by using the Jacobi�Anger expansion, the direction

matrix can be divided into two parts. Secondly , the transforming matrix can be formed according to the two parts. Thirdly, the minimum�
variance spectral estimate method is used to estimate the direction. Simulation results demonstrate the effectiveness and superiority of

the new approach over the single�cycle SC�SSF algorithm and the conventional focusing transform algorithm for wide�band singals.
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1 � 引言

� � 已有的基于信号循环平稳特性的到达角( Direction�of�Ar�

rival: DOA)估计方法, 如 Cyclic MUSIC、Cyclic ESPRIT 还是 SC�
SSF 算法[1~ 8] , 都只计算特定循环频率处的循环自相关函数,

然后再构造协方差数据矩阵,本质上只利用了单个循环频率

处信号的循环平稳特征. 然而, 在雷达、通信、声纳、导航等系

统中常见的大多数循环平稳信号的循环频率都是不唯一

的[9] .由于信号循环平稳特征信息利用不充分, 利用单个循环

频率信号循环平稳特征的 DOA 估计方法性能不是最优的.为

充分利用信号的循环平稳性,并且克服算法对单个循环频率

的依赖,有必要考虑同时利用多个循环频率信号信息来进行

DOA估计.

2 � 阵列处理模型

� � 设传感器阵列共有2M+ 1个阵元, 各阵元以间距 D 排列

成均匀线阵, 以阵列第 M+ 1 个阵元为参考阵元 ;空间共有 d

个源信号, s( t )= [ s 1 ( t ) , s2 ( t ) , � , sd ( t) ]为接收信号矢量,

x( t) = [ x 1 ( t) , x 2( t ) , �, x 2M+ 1( t) ]为阵列输出信号矢量, �

= { �1,�2, �, �d }是空中 d 个目标的方向角. x ( t )中第 i 个分

量 x i( t )可表示为

x i( t) �  
d

k= 1

sk( t + ( i- 1) D sin( �k) / c)+ ni ( t) ,

i= 1, 2, �, 2M+ 1 (1)

式中 c 为光速, 且各阵列输出信号中的噪声 n i ( t ) , i = 1, 2,

�, 2M+ 1是互不相关的零均值高斯白噪声, 与信号 sk ( t )统

计独立.

计算信号 x i ( t)在循环频率  处的循环自相关函数[ 9] , 有

� R x
i
( !) � !x i ( t+ !/ 2) x *i ( t - !/ 2)e- j2∀ t∀t

= ! 
d

k= 1

sk( t+ !/ 2- ( M+ 1- i )D sin�k / c)  
d

l= 1

s *l

� ( t- !/ 2- ( M+ 1- i) Dsin�l/ c) e- j2∀ t∀t (2)
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由于信号{ x i( t ) , i = 1, 2�, M }是互不循环相关的, 且设对于

循环频率  , 只有 d 个源信号存在循环自相关, 于是有

� � R
 
x
i
( !)=  

d

k= 1

!sk ( t+ !/ 2- ( M+ 1- i) Dsin�k/ c) s
*
k

� ( t - !/ 2- ( M+ 1- i) D sin�k) e
- j2∀ t∀t

=  
d
 

k= 1

R s
k
(!) e- j2∀ ( M+ 1- i) Ds in�

k
/ c (3)

设循环平稳信号共有 C 个循环频率{  i, i = 1, �, C} .令

R ix ( !)= [ R ix
1
( !) , R ix

2
( !) , �, R ix

2M+ 1
( !) ] T (4)

A ( i , � ) = �a1(  i ,�1) , a2(  i , �1 ) , �, ad
 
(  i, �d

 i
)# (5)

R is (!) = [ R is
1
( !) , R is

2
( !) , �, R is

d 
i

(!) ] T (6)

ak(  i, �k )= [ e
- j2∀ 

i
MD sin�

k
/ c

, �, e
j2∀ 

i
MDsin�

k
/ c

] T (7)

将式(3)写成矩阵形式,得到

R ix (!) = A(  i , � ) R is (!) , i= 1, 2, �, C (8)

对任意循环频率  i 构造伪数据矩阵,定义如下

X (  i )=

R ix
1
(0) R ix

1
(T s ) � R ix

1
( LT s )

R ix
2
(0) R ix

2
(T s ) � R ix

2
( LT s )

# # #

R ix
2M+ 1

(0) R ix
2M + 1

( Ts ) � R ix
2M + 1

( LT s )

(9)

其中, != 0, T s , �, LTs , Ts 是采样间隔.根据协方差数据矩阵

X(  i) X
H

(  i ) , 利用信号子空间拟和算法, 如 MUSIC 或 ES�

PRIT, 可以估计出信号到达角[ 3] . 在文献[ 3]中, 该方法被称为

SC�SSF算法,也可以是 SC�MUSIC 或 SC�ESPRIT 算法. 其中, SC

表示Spectral Correlation, SSF表示 Signal Subspace Fitting. 显然,

SC�SSF算法只计算特定循环频率  i 处的循环相关函数, 算法

性能与所选择的循环频率有关. 由于算法只利用了单个循环

频率的信号谱相关特征, 文章也将此类方法统称为单循环频

率 SC�SSF算法.

3 � 基于 Jacobi�Anger展开的目标方向矩阵分解

� � 根据 Jacobi�Anger 展开[10, 11]
,指数函数可进行如下分解

ej x sin�=  
∃

n= 0

j n( 2n+ 1) j n (  x )Pn ( sin�)

=  
N

n= 0

j n( 2n+ 1) j n (  x )Pn ( sin�) + e (N ) (10)

其中, e( N ) 是截断误差, j n (% )是球形 Bessel函数, Pn (% )是

Legendre函数, 且

j n (  x ) =
∀
2 x

Jn + 0. 5(  x ) (11)

Pn ( sin�)=  
[ l /2]

m= 0

( - 1) m (2l- 2m)!

2 lm ! ( l - m )! ( l - 2m) !
( sin�) l- 2m

(12)

式中, J n (%)是第一类 Bessel函数, [% ]为取整运算符.

图 1显示, 当满足 N & x + 4 时, 式(10)取前 N + 1 项后

的截断误差 e(N )可忽略.在阵列方向矢量中有 x= 2∀MD/ c,

于是 N 的取值应满足

N & max
I= 1, �, C

( 2∀ iMD/ c) + 4 (13)

� � 如果式 (10)中的截

断误差可以忽略, 则阵

列方向矢量中的第 k 个

分量可进行写成下面的

形式 ak ( i ,�k )=

J(  i )

P0( sin�k)

� #

PN ( sin�k)

(14)

其中

J(  i ) �
j 0(2%0+ 1) j 0(-  i%2∀MD/ c) � j 0(2%N+ 1) j 0(-  i%2∀MD/ c)

#  #

j 0(2%0+ 1) j 0( i%2∀MD/ c) � j 0(2%N+ 1) j 0(  i%2∀MD/ c)

(15)

将式( 7)、(14)代入到式(5) ,阵列方向矩阵可等价为

A(  i, � )= J(  i ) P( � ) (16)

其中

P( � )=

P0 ( sin�1) � P0( sin�d
a
)

#  #

PN ( sin�1) � PN ( sin�d
a
)

(17)

4 � 基于最小方差谱估计的多循环频率到达角估计
方法

� � 若令

G(  i ) � [ JH(  i ) J(  i) ]
- 1JH(  i ) , i= 1, �, C (18)

将上式左右两边右乘 A (  i , � ) ,得到

G( i) A(  i , � ) = [ JH(  i) J (  i ) ]
- 1JH(  1 ) A(  i, � ) (19)

将式(16)代入上式有

G(  i) A (  i , � )= P( � ) , i = 1, �, C (20)

于是, 用矩阵 G(  i )左乘式(8)等号左右两边, 得到

G(  i ) R
 
ix ( !)= G(  i ) A ( i , � ) R is ( !)

= P( � ) R
 
is ( !) , i = 1, 2, �, C (21)

根据式( 21) , 构造如下形式的协方差数据矩阵 R̂

R̂=  
K

i= 1

G(  i ) E R ix ( !) [ R ix ( !) ] H GH( ai ) (22)

最小方差谱估计特征量[ 10]为

Ẑ ( �) =
1

[ P0 ( sin��PN ( sin�) ] R̂ - 1

P0 ( sin�)

� #

PN ( sin�)

(23)

通过搜索 Ẑ (�)最大谱峰位置即可得到源信号到达角的估计.

文章称该种方法为基于最小方差谱估计的多循环频率 SC�SSF
算法.

其中, 通过式(22)计算得到的协方差矩阵 R̂ 是N+ 1 ∋ N

+ 1 维的.要使矩阵 R̂ 满秩,必须满足如下条件[ 10]

N + 1 ( 2M+ 1! N ( 2M (24)

比较式( 13)、(24)知道, N 必须满足如下条件
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∀M
 
f 0
+ 4( N ( 2M (25)

实际上,在许多情况下式( 25)左右两边是不能

同时成立的.比如对于常规处理过程[ 10]有  = f 0, 此

时式( 25)左边为∀M+ 3, 大于右边的 2M, 左右两边

不能同时成立;而当取两倍中心频率作为循环频率

时,即当  = 2f 0 时, 式( 25)左边为 2∀M+ 3, 大于右

边的2M,左右两边也不能同时成立. 这要求对原算

法进行一定的修改.

式( 13)、(24)分别是在逼近精度及可逆性要求

下得到的 N 的取值约束, 在实际中这两个条件都必须满足才

能使算法能正确估计出信号到达角 ,并且具有较高的估计精

度.式(25)不能成立的问题可通过下面的方法解决: 首先取满

足式( 13)所示条件的 N ,并根据式 (22)计算得到协方差矩阵

R̂N+ 1; 然后, 对协方差矩阵 R̂N + 1进行重构, 得到协方差矩阵

R̂N
1
+ 1,其中 , N 1满足式 (24)的条件; 最后, 由数据矩阵 R̂N

1
+ 1

根据式(23)估计信号到达角 � . 通过增加一步重构处理,就能

解决式(25)不能成立的问题.下面具体说明如何由矩阵 R̂N + 1

重构得到矩阵 R̂N
1
+ 1.

选择满足式( 13)条件的 N, 根据式( 22)计算得到协方差

矩阵 R̂N+ 1 ,并对该矩阵进行特征值分解, 得到如下形式的表

示

R̂N + 1= UN+ 1  N + 1VN+ 1 (26)

其中,  N + 1为特征值矩阵, UN+ 1、VN + 1分别对应左、右特征

向量组成的矩阵,且

 N + 1= diag( ∃1, ∃2, �, ∃N+ 1) (27)

∃1, ∃2, �,∃N + 1为协方差矩阵 R̂N + 1的 N+ 1 个特征值,且假定

已经按降序排列.

由于 N 大于 2M+ 1,因此协方差矩阵 R̂N + 1是秩为 2M+

1的 ( N + 1) ∋ ( N + 1) 维非满秩矩阵. 这意味着特征值

( ∃2M+ 2, �, ∃N+ 1)均为零, 或者说与特征值( ∃1 , �, ∃2M+ 1)相

比是非常小的数.定义重构矩阵 R̂N
1
+ 1如下

R̂N
1
+ 1 � UN

1
+ 1  N

1
+ 1VN

1
+ 1 (28)

其中, UN
1
+ 1、VN

1
+ 1分别是由矩阵 UN

1
+ 1、VN

1
+ 1前 ( N 1+ 1)行

和(N 1+ 1)列元素组成的新矩阵, 且

 N
1
+ 1= diag( ∃1, ∃2, �, ∃N

1
+ 1 ) (29)

假设空间源信号个数为 L ,当 N 1的选择满足

L ( N 1 ( 2M+ 1 (30)

时,矩阵 R̂N
1
+ 1包含了空间源信号到达角的所有信息, 对该满

秩矩阵根据式(23)即可估计出空间源信号到达角 � .

5 � 仿真分析

� � 仿真中设定阵元间距 D = ∃/ 2= c/ f 0, c 为光速, f 0=

90MHz为信号中心频率,采样频率 F s= 60MHz( = 1/ T s) . 信号

观测时间长度为 4096T s ,阵元数为 15(对应 M= 7) .仿真中假

设信号循环频率都是已知的,且各阵列输出信号中的噪声是

互不相关的高斯白噪声.

Test1:算法有效性测试

仿真中目标信号为二相编码 (BPSK) 信号和四相编码

( QPSK)信号,其波特率都为 18. 75MHz,对应的码片宽度 Tc =

0∀053us,信噪比分别为 5dB 和 7dB , 信号入射角分别为 10)和
- 10). 仿真所用方法为三循环频率 SC�SSF算法, 三个循环频

率分别为 1/ T c、2/ T c 和 3/ Tc .

图 2 给出了满足不同约束条件时的 DOA 估计结果. 仿真

结果说明, 只有在同时满足式(13)、( 24)给出的条件时才能正

确估计出源信号到达角, 如图 2( c) . 否则, 若只满足式 (24) ,

则由于 Jacobi�Anger展开误差较大, 会影响算法的估计精度,

如图 2( a) ; 若只满足式(13) , 则由于矩阵不可逆, 算法根本无

法正确估计源信号到达角,如图 2( b) .

Test2:精度测试

该仿真主要用来比较基于最小方差谱估计的多循环频率

SC�SSF 方法与已有单循环频率 SC�SSF方法及基于聚焦变换
的宽带高分辨谱估计方法[ 12]三者的估计性能. 仿真中目标信

号为二相编码信号( BPSK 信号) ,其波特率为 18. 75MHz, 对应

的码片宽度 Tc=

0∀053us, 信号入射
角 为 10). Monte

Carlo 仿真模拟次

数为 500. 图 3 中

∗ cycle= 1/ Tc+表示
循环频率为 1/ Tc

的单循环频率 SC�
SSF 算法; ∗ cycle=

1/ T c + 2/ Tc+ 表示
循环频率为 1/ Tc

和2/ T c的双循环频

率 SC�SSF算法,参考循环频率为 1/ Tc ; ∗ cycle= 1/ Tc+ 2/ Tc +

3/ Tc+表示循环频率为 1/ T c、2/ T c 和 3/ Tc 的三循环频率 SC�
SSF算法, 参考循环频率为 1/ Tc . 图中虚线为传统的宽带聚焦

变换算法估计精度曲线 .

由图 3 所示的仿真结果可看出,与单循环频率 SC�SSF 算

法和宽带聚焦算法相比, 三循环频率 SC�SSF 算法能较大幅度
地改善角度估计精度, 特别是在 SNR< 0dB 时.

6 � 结论

� � 文章研究了基于最小方差谱估计的多循环频率 SC�SSF
到达角估计方法. 通过对指数函数进行 Jacobi�Anger展开, 将
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目标方向矩阵近似分解为两个独立矩阵相乘的形式, 并构造

相应的变换矩阵,将多个不同循环频率处阵列输出信号循环

相关函数矩阵进行叠加, 再利用最小方差谱估计方法实现对

目标到达角的估计.仿真结果证实了新方法的有效性, 同时也

证实该方法确实具有较单循环频率 SC�SSF方法和传统宽带

聚焦方法更好的估计性能.
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