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� � 摘 � 要: � 本文指出了 E. Oja将统计主元分析思想用于递推网络与 S. Kung自适应主元提取( APEX)算法在提取特

征信息上的共同点和差异,证明了该算法的收敛性.仿真结果验证了该算法的收敛性和稳定性 ,分析了主元数、子图像

大小及学习率参数对该算法的影响,说明了该算法在人脸识别中是一种运算量较小的有效特征提取方法.
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Abstract: � In this paper, the common grounds and differences between E. Oja� s idea of statistical principal components analysis

in recursion network and S. Kung� s adaptive principal components extraction ( APEX) algorithm in feature extraction are pointed out.

The convergence of the algorithm is proved. Simulation results demonstrate the convergence and stability of the algorithm. It is analyzed

that principal components number, subimage size and learning rate have effect on the algorithm. Therefore, it is expressed that the algo�

rithm is a valid feature extraction method with less operation in face recognition.
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1 � 引言
� � 人脸识别的一个重要环节是提取特征信息, 特征提取的

效果将直接影响识别率. 特征提取的方法在许多文献中均作

了阐述
[ 1~ 3,6]

.由于人脸图像数据量庞大、冗余度高, 且在许

多应用场合又要求实时动态处理, 故选择运算量小的有效特

征提取算法就显得格外重要.

本文首先介绍了自适应主元提取 ( Adaptive Principal Com�
ponents Extraction, APEX)算法, 分析了该算法与统计主元分析

法在特征提取上的共同特点,指出两者在网络结构模型上的

差异以及 APEX 算法能够稳定工作和降低运算量的根本原

因.证明了该算法的收敛性, 使我们在实时动态运用该算法时

不必担心有不稳定和发散的产生. 仿真结果说明了 APEX算

法收敛性证明的正确性,反映出运算量较小、适于实时运用的

特点. 同时,我们分析了主元数、子图像大小及学习率参数对

APEX算法的影响 .

2 � APEX算法的结构特点
2�1� APEX算法的前馈和反馈网络联结

E. Oja 首先将统计主元分析的思想运用于递推网络中,

提出了基于 Hebbian 学习规则的最大特征矢量提取的网络结

构[ 4, 5] .但这种方法只能得到模式数据集的第一个主要分量.

而在实际运用中, 通常需要提取多个主要特征矢量. 为了解决

这一问题, S. Kung等提出了 APEX 算法[ 1,2] . 该算法采取了前

馈和反馈网络结构模型, 不但保证了网络的稳定性, 更主要是

在已知( j- 1)个主元后,通过自适应调节前馈和反馈加权系

数, 能够很快算出第 j 个主元, 解决了多个主要特征提取问

题. 图 1为 APEX算法结构特点的网络模型[1~ 3] .

设 � X( n)= [ x 1( n) , x 2( n) ,  , xm( n) ] T ,

wj ( n) = [ wj1( n) � w j2( n) �  � w jm( n) ] T , j< m

aj ( n) = [ aj1( n) , aj2( n) ,  , aj , j- 1 ( n) ]
T
, j< m

Yj- 1( n)= [ y 1( n) , y2 ( n) ,  , yj- 1( n) ] T , j < m
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图 1 � APEX算法的网络模型图

则 yj ( n) = wT
j ( n) X( n)+ aT

j ( n) Yj- 1( n) , j < m (1)

其中, X( n)表示输入矢量; wj ( n)与 aj ( n)分别表示第 j 个主

元的前馈权值矢量和反馈权值矢量; Yj- 1( n)与 yj ( n)分别表

示第 j 个主元的反馈输入矢量和输出.设输入矢量 X( n)为一

平稳随机过程,相关矩阵 R= E [ X ( n) XT ( n) ]的特征值按降

序排列, 即为 �1> �2>  > �j - 1> �j >  > �m . 同时, 假设网

络神经元 1, 2,  , j - 1已收敛到相应的稳态值,即

wk ( ! ) = qk , ak ( ! ) = 0, k= 1, 2,  , j - 1

其中 qk 为相关矩阵第 k 个特征值对应的特征矢量. 因此,

Yj- 1( n) = [ qT
1X ( n) , qT

2X( n) ,  , qT
j- 1X( n) ] = QX ( n)

(2)

这里, Q 为( j - 1) ∀ m 阶矩阵, 由相关矩阵 R 的 j - 1 个最大

特征值对应的特征矢量组成,即 Q= [ q 1, q 2,  , qj - 1 ] T .

对第 j 个神经元而言, 前馈权值矢量 wj ( n)和反馈权值

矢量 aj( n)的更新方程分别为:

wj ( n+ 1) = wj( n)+ �1[ yj( n) X( n)- y2j ( n) wj ( n) ] ,

aj( n+ 1)= aj ( n) - �2[ yj ( n) Yj - 1 ( n)+ y 2
j ( n) aj ( n) ] ,

其中, �1、�2为学习率.

2�2 � APEX 算法的特点

APEX算法的特点主要表现在以下几方面:

# 能够运用递推的方法在得到 ( j - 1)个主元后, 推算出

第 j 个主元,解决了提取多个主要特征矢量的问题.

∃ 保证了算法的稳定性. 在前馈权值矢量和反馈权值矢

量的更新方程中, - y2j( n) wj ( n)和- y 2
j ( n) aj ( n)两项保证了

算法的稳定性.

% 实现了数据压缩. APEX算法要求 j < m ,实质上是实现

了数据压缩.

&与统计主元分析法相比运算量大大减小. 统计主元分

析法需计算输入矢量的相关矩阵、及其特征值和特征矢量,因

此运算量大而且烦琐. 而 APEX 算法通过网络迭代运算即可

获得主元,与统计主元分析法相比, 运算量大大减小.

3 � APEX算法的收敛性

� � 为了探讨 APEX 算法的收敛和稳定运行的理论依据, 本

节先证明两个预备定理,然后再证明该算法的收敛性定理.

定理 1(预备定理) � 当前馈权值矢量以输入矢量的相关

矩阵产生的特征矢量为标准正交基进行展开时, 前馈权值矢

量的增量由学习率、特征值、平均输出功率、前馈权值矢量时

变系数和反馈权系数共同决定,即

∋
m

k= 1

[  jk ( n+ 1) -  j k( n) ] qk= ∋
m

k= 1

�[ �k- !
2
j ( n) ]  j k( n) qk

+ � ∋
j - 1

k= 1

�kaj k( n) qk (3)

证明 � 由式( 1)、式(2)、及 wT
i ( n) X ( n) = XT( n) wj( n)和

aT
j ( n) Yj- 1( n)= YT

j- 1( n) aj( n)知,

wj ( n+ 1) = wj ( n) + �[ yj ( n) X ( n)- y 2
j ( n) wj( n) ]

= wj ( n) + �[ X ( n) XT( n) wj ( n)

� + X ( n) XT( n) QTaj( n) - y 2
j ( n) wj ( n) ]

对上式两边进行统计期望运算, 且假定 !
2
j ( n) = E [ y

2
j ( n) ] ,

有

wj ( n+ 1) = wj ( n) + �[ Rwj ( n) + RQTaj ( n) - !2
j ( n) wj ( n) ]

(4)

设 wj( n)以相关矩阵 R 的特征矢量形成的归一化正交

项为基底进行展开, 即 wj ( n) = ∋
m

k= 1

 jk ( n) qk, 其中  j k( n)为前

馈权值矢量时变系数, 且 qiq
T
j =

1, i= j

0, i( j
.又 Rqk= �kqk, 则

Rwj( n)= ∋
m

k= 1

 j k( n) Rqk= ∋
m

k= 1

�k j k( n) qk (5)

� � RQTaj ( n)= [ �1q 1, �2q2,  , �j- 1qj- 1]

� ) [ aj1( n) , aj 2( n) ,  , aj , j- 1( n) ] T

= ∋
j - 1

k= 1

�kaj k( n) qk (6)

将等式( 5)、(6)代入式∗ ,整理后定理 1 得证.

定理 2(预备定理) � 当前馈权值矢量以输入矢量的相关

矩阵产生的特征矢量为标准正交基进行展开时, 反馈权值矢

量的增量由学习率、特征值、平均输出功率、前馈权值矢量时

变系数和反馈权系数共同决定,即

ajk ( n+ 1) - aj k( n)= - ��k j k( n) - � [�k+ !2
j ( n) ] aj k( n) ,

1 k  j - 1 � � � (7)

证明 � 由式( 1)及 yj ( n) Yj- 1 ( n)= Yj- 1( n) yj( n)得,

aj ( n+ 1) = aj ( n) - �[ yj ( n) Yj- 1( n) + y 2
j ( n) aj( n) ]

= aj ( n) - �QX ( n) [ XT ( n) wj( n)+ YT
j- 1( n) aj( n) ]

� - �y 2
j ( n) aj( n)

= aj ( n) - �[ QX ( n) XT( n) wj ( n)

� + QX ( n) XT( n) QTaj ( n) ] - �y2j( n) aj ( n)

对上式两边取统计期望运算,有

aj( n+ 1)= aj ( n)- �[ QRwj ( n)+ QRQTaj ( n) ] - �!2
j ( n) aj ( n)

(8)

又: [ QRwj( n) ] T = wT
j ( n) RQT

= wT
j ( n) [�1q 1, �2q2 ,  , �j- 1qj- 1]

QRQT = [ q 1, q2 ,  , qj- 1]
TR[ q 1, q2 ,  , qj- 1]

=

q1

q2

∀

qj- 1

[ �1q1, �2q2,  , �j - 1 qj- 1 ] =
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�1 0

�2

!
0 �j- 1

QRwj ( n) = [ �1q 1, �2q2,  , �j- 1qj- 1]
Twj ( n)

= [ �1q 1, �2q2,  , �j- 1qj- 1]
T ∋

m

k= 1

 j k( n) qk

= [ �1q 1, �2q2,  , �j- 1qj- 1]
T [ j1 ( n) ,  j2( n) ,  ,

�  jm( n) ] [ q1, q 2,  , qm] T

= [ �1 j1( n) ,�2 j2( n) ,  , �j - 1 j , j- 1( n) ] T

QRwj ( n) + QRQTaj ( n) =

�1[  j1( n) + aj1( n) ]

�2[  j2( n) + aj2( n) ]

∀

�j - 1 [ j , j- 1( n) + aj , j- 1( n) ]

(9)

将等式(9)代入式(8) ,整理后定理 2 得证.

定理 3(APEX算法的收敛性定理) � 设 m 维 0 均值输入

矢量的相关矩阵产生的特征值分别为 �1, �2 ,  , �m , 且按降

序排列,即 �1> �2>  > �j >  > �m ,对应的正交归一化特征

矢量分别为 q 1, q2 ,  , qm . 若已知 APEX 网络的( j - 1) 个主

元,则当迭代次数趋于无穷时, APEX 算法的第 j 个主元 yj ( n)

的平均输出功率 !2
j ( n)将渐近趋于相关矩阵的第 j 个特征值

�j ; 第 j 个主元的前馈权值矢量 wj ( n)将渐近趋于相关矩阵的

第 j 个特征矢量qj ;第 j 个主元的反馈权值矢量 aj( n)将渐近

趋于矢量 0;且平均输出功率 !2
j ( n)是逐渐衰减的.

证明 � # 1 k  j - 1情况

显然,在这种情况下, 式(3)与式(7)分别转换为:

 j k( n+ 1) = {1+ �[ �k- !2
j ( n) ] } j k( n)+ ��kajk ( n) ,

ajk ( n+ 1) = - ��k jk ( n)+ { 1- � [�k+ !
2
j ( n) ] } aj k( n) ,

写成矩阵形式,即为

 j k( n+ 1)

ajk ( n+ 1)

=
1+ �[ �k- !2

j ( n) ] ��k

- ��k 1- �[ �k+ !2
j ( n) ]

 j k( n)

aj k ( n)

该系统矩阵具有两个相等的特征值, 即 #1= #2= [ 1-

�!2
j ( n) ] 2. 它不依赖于相关矩阵 R 的特征值�k( k= 1, 2,  , j

- 1) , 且唯一地取决于学习率 � 和神经元 j 的平均输出功率

!2
j ( n) . 如果 � 选择为足够小的正数,则 #1= #2< 1. 这样, 当 1

 k  j- 1 时, 系数  j k ( n )和 ajk ( n)以相同的速度渐近趋于

0.这同时也说明相关矩阵特征矢量的正交归一化特性并不依

赖于特征值.换句话说, 前馈权值矢量 wj ( n)以相关矩阵的特

征矢量为标准正交基进行展开时, 不随其特征值的选择而发

生变化.

∃ j  k  m 情况

在这种条件下,反馈加权系数对网络的主模式没有影响,

即 ajk ( n)= 0,仅有下列方程成立:

 j k( n+ 1)= { 1+ �[ �k- !2
j ( n) ] }  jk ( n) (10)

设随机变量 Yj ( n)表示神经元 j 的输出,其平均输出功率为

!2j ( n)= E[ Y2
j( n) ] = E[ wT

j ( n) X( n) XT ( n) wj( n) ]

= wT
j ( n) Rwj ( n) = ( ∋

m

k= j

 jk ( n) qTk ) R( ∋
m

k= j

 jk ( n) qk)

= ∋
m

k= j

 j k( n) qT
k ∋

m

k= j

 jk ( n) �kqk= ∋
m

k= j

�k 
2
j k( n) (11)

式(11)不可能发散, 因为 !2
j ( n ) > �k, 1+ �[ �k- !2

j ( n) ] < 1,

所以,  j k( n)在幅度上是减小的.

假设  jj (0) ( 0,定义 rj k( n) =
 j k( n)

 jj ( n)
, k= j + 1,  , m,则

rjk ( n+ 1) =
 j k( n+ 1)

 jj ( n+ 1)
=

1+ � [�k- !2
j ( n) ]

1+ �[ �j - !2
j ( n) ]

rj k( n)

因为 �1> �2>  > �j >  > �k>  > �m , 所以
 jk ( n)

 jj ( n)
< 1, 则

lim
n+ !

rj k( n) = 0, 即 lim
n + !

 jk ( n) = 0. 此时, 式 , 转换为 !2
j ( n ) =

�j 
2
jj ( n) .当 k= j 时,等式(10)为

 j j( n+ 1)= {1+ ��j [ 1-  2
j j( n) ] } jj ( n) (12)

系统的稳定性可用李雅普诺夫稳定性定理来判断,该定

理为: 设 V( t )表示李雅普诺夫函数,
dV( t)

dt
为李雅普诺夫函数

的导数, 若 V( t )正定;
dV( t )

dt
负定;则原点是渐近稳定的. 为判

断等式(12)所表示的系统的稳定性,首先将该式等价地转换

为
d jj ( t)

dt
= ��j [ 1-  2

jj ( t) ]  j j ( t) . 设 V ( t) = [ 2
j j ( t) - 1] 2> 0,

且
dV( t)

dt
= - 4��j 

2
jj ( t) [  2

jj ( t) - 1] 2< 0. 所以, 当 t + ! 时,  jj

( t ) + − 1, 即有 lim
n + !

 jj ( n)= − 1.由此可知, 该算法唯一的主模

式将收敛于  j j( n) ,所有其它模式将衰减为 0, 而主模式收敛

值为 − 1.

综上所述, 当 n+ ! 时, !2
j ( n) + �j , wj ( n) + qj , aj ( n) +

0, 表明在网络神经元 1, 2,  , j - 1收敛的条件下, APEX 算法

的网络模型能够提取输入矢量 X ( n)的相关矩阵 R 的第 j 个

特征值和相应的特征矢量,且主元输出的能量是逐渐衰减的.

4 � 计算机仿真与结论

� � 本文采用 ORL( Olivetti Research Laboratory)人脸数据库 ,运

用 APEX算法提取主元特征. 将 112 ∀ 92 精度、0- 255 灰度级

人脸图像分成 16 块不相重叠的 28 ∀ 23 维子图像, 此时输入

矢量的大小为 644 ∀ 1 维.图 2 为仿真结果. 其中, 图 ( a )为原

始图像; 图( b )、( c)、( d)、( e)分别表示由提取的 2、4、6、8 个主

元重构的图像; 图(f )、( g)、( h)、( i)分别表示 16 块子图像所

提取的 2、4、6、8个主元生成的主元图, 其中横轴表示子图像

的分割序列号, 纵轴表示对应子图像所提取的主元值, 且图中

曲线从上到下依次表示主元 1至主元 8 的取值大小.

由仿真结果可以得到如下结论:

# 当子图像提取的主元数分别为 2、4、6、8 时, 所提取的

主元特征皆能很好地重构原图像. 每个子图像所提取的主元

值是依次衰减的, 可根据应用要求提取能量较大的主元, 而忽

略能量较小的主元, 能量较大的主元即被认为是主要特征.

∃ APEX算法稳定性强、收敛速度快, 与统计主元分析法
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相比,运算量大大减少, 易于实现.

% 提取的主元数并非越多越好,可由工程需要而定.

&子图像大小与学习率的选择对 APEX算法有一定的影

响. 图像分割时,应综合考虑区域的分割精度与正确识别率这

一对矛盾的要求. 选择学习率时,应在计算精度和学习速度之

间折衷考虑, 避免出现过学习与欠学习的问题.

图 2 � APEX算法的仿真结果
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