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� � 摘 � 要: � 广义自缩序列是一类新型的序列密码. 游程长度是衡量序列伪随机性质的一个重要指标,一个好的伪

随机序列应该具有短的游程长度.本文利用 m 序列的伪随机性质, 研究了广义自缩序列的游程长度, 得到如下结果:

广义自缩序列族中除两个序列(全 0 序列和全 1 序列)外, 其余序列的游程长度不超过 n � n- 2� 5n+ 3,在 n 为偶数的

情况下,游程长度不超过 n � n/ 2- 1� 25n+ 3.
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Abstract: � Generalized self�shrinking sequences are a novel class of stream ciphers. Run�lengths is an important criterion to
measure the pseudorandom property of sequences. A good pseudorandom sequence should have short run�lengths. In this paper, by

using some pseudorandom properties of m sequences, we obtain a new result about family of the generalized self�shrinking se�
quences. It is that the run�lengths of each sequence in the sequences family, with the exception of two sequences( 000! and 111

!) , are no greater than n * n - 2�5n + 3, and no greater than n * n / 2- 1. 25n + 3 if n is even.
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1 � 引言

� � 伪随机序列在密码技术(如流密码)和通信技术(如

CDMA)中有广泛的应用.衡量一个周期序列的伪随机性

有很多的指标,比如最小周期,自相关性质,均衡性质,

游程分布性质等等.在密码应用中, 要考虑的一个重要

方面就是序列生成的简洁性, 基于上述的考虑, D. Cop�
persmith等提出了∀ 互缩生成器[ 1] #. Meier和 Staffelbach

提出了∀自缩生成器[ 2]# ,该生成器可以看作是互缩生成
器的一个特例,其生成的自缩序列具有较好的性质:最

小周期为 2的幂次,生成简单,且序列是均衡的,因此提

出之后受到了广泛的关注[ 3~ 7] .但是自缩序列的密钥选

择范围太小,并不适合直接作为密钥序列. 作为互缩生

成器的特例和自缩生成器的推广, 我们提出了∀广义自

缩生成器[ 8, 9]#,其定义如下:

定义 1 � 设 GF( 2)上的 m 序列 a= !a- 2 a- 1 a0a 1

!,周期为 2n - 1, 向量 G= ( g 0, g 1, !, gn- 1) ∃ GF

( 2) n ,定义序列 v= v 0v 1v2 !,其中

v k= g0 ak+ g 1ak- 1+ !+ g n- 1 ak- n+ 1, k= 0, 1, 2, !

若 ak= 1,则输出 v k,否则放弃输出.这样得到的输出序

列 b( G) = b0b1b2 !,称为基于 m序列a 的广义自缩序

列.称序列族 B( a) = { b( G) , G ∃ GF( 2) n}为基于 m 序

列 a 的广义自缩序列族.

该生成器的结构仍然非常简单,且序列族 B ( a)具

有良好的互相关性质,均衡性质,其中大部分序列的最

小周期达到最大等等[ 8, 9] . 下面给出关于序列族 B ( a)

的两个平凡的性质,这两个性质在本文中将会用到:

( 1)序列 000!和 111!都属于 B( a) ;

( 2)对于 B( a)中任意一个序列 b0 b1 b2 !,其补序列

( 1+ b0) ( 1+ b1) (1+ b2) !也属于 B( a) .

本文我们主要研究广义自缩序列的游程长度, 结
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果表明,除了两个序列 000!和 111!外,序列族 B( a)

中其它序列的游程长度不超过 n2- 2�5n+ 3,当 n 为偶

数时,游程长度不超过 n2/2- 1�25n+ 3.为了得到这个

结果,我们需要证明两个关于 m�序列的命题.从现在开

始,设 m�序列 a 的极小多项式为: f ( x ) = c0+ c 1x +

c 2x
2
+ !+ cn- 1x

n- 1
+ cnx

n
,这里 c0= cn = 1, 为证明简

单起见, 总是假设 n %5, m�序列的 n 长串记为  ak =

( akak+ 1 !ak+ n- 1) .

2 � 族 B( a)中序列的游程长度

� � 设序列 b ( G) = b0b1b2 !, 称序列的一个 T 长串

bjbj+ 1 bj + 2 !bj + T- 1= 11!1 为长度为 T 的 1 游程,称 T

长串 bjbj+ 1 bj+ 2 !bj+ T- 1= 00!0为长度为 T 的 0游程.

序列的游程长度 T 是衡量序列伪随机性质的一个重要

指标,人们希望所得序列的游程长度不要太长. 下面的

定理 1和推论指出除了 000!和 111!两个序列之外,

广义自缩序列族中所有序列的游程长度有一个非常好

的上界:

定理 1 � 对于任意的 b ( G) ∃ B( a) , b ( G) & 0000

!, b( G) & 1111!, b( G)的游程长度不超过 n2- 2. 5n

+ 3.

推论 � 设 n 为偶数, 对于任意的 b ( G) ∃ B ( a) ,

b( G) & 0000!, b( G) & 1111!, b( G)的游程长度不超

过 n
2
/2- 1. 25n+ 3.

本文后面的部分主要用来推导定理 1和推论,第 3

部分证明了两个所需的命题,第四部分证明定理 1和推

论.

3 � 关于 m 序列的两个命题

� � 定义 2 � 设{ tj | j = 0, 1, 2, !} ,其中 0 ∋ t 0< t1< t 2

< !,对于每一个 j , at
j
= 1,对于每一个 t ! { tj | j = 0, 1,

2, !} , at= 0.称 tj 为序列族 B ( a)的第 j 个输出时刻,

{ t 0, t1 , t2, !}为序列族 B( a)的输出时刻序列.

设 m�序列a 的 n 长串记为  ak= ( akak+ 1 !ak + n- 1) ,

则m�序列a 的极小多项式系数( c 1c2 !cn)满足下面的

线性方程:

 a 1
 a 2
�

 an

cn

cn- 1

�

c2

c1

=  a�n+ 1 ( 1)

且 n � n 矩阵

 a 1
 a 2
�

 a n

是可逆的.

命题 1 � 设( ai+ 1 ai+ 2 !ai+ 2n) , i ∃ { 0, 1, !, 2n- 2}

是 m�序列 a 的一个 2n 长的比特串,则 m�序列 a 中不

包含下面类型的( ai+ 1ai+ 2 !ai + 2n) :

( 1) ( ai + 1ai+ 2 !ai+ 2n)的Hamming重量为 0;

( 2) ( ai + 1ai+ 2 !ai+ 2n)的Hamming重量为 1;

( 3) ( ai + 1ai+ 2 !ai+ 2n)的Hamming重量为 2n- 1;

( 4) ( ai + 1ai+ 2 !ai+ 2n)的Hamming重量为 2n;

证明:由 m序列的性质,可知上述命题成立.证毕.

命题 2 � m�序列 a 中不包含Hamming 重量为 2 的

串( ai+ 1ai+ 2 !ai+ 2n) , i ∃ { 0, 1, !, 2n- 2} .

首先来看下面的 7 个引理:

引理 1 � 假设 m�序列 a 中 2n 长的比特串( a 1a2 !
a 2n)的Hamming重量为 2, 则两个 n 长的比特串 ( a 1a 2

!an)和( an+ 1 an+ 2 !a 2n)的Hamming重量都为 1,比特

串( a1 a2 !a 2n)必定是下面的三种情况之一:

( 1) an= 1, an+ j= 1,这里 1< j ∋ n/ 2;

( 2) ai= 1, an+ 1= 1,这里 n/ 2+ 1 ∋ i< n;

( 3) ai= 1, an+ j= 1,这里 1 ∋ i< n, 1< j ∋ n, ( i- j )

%n/2.

证明:设比特串 ( a1a 2 !a2n)的Hamming 重量为 2,

则

第一, 比特串 ( a1 a2 !an )和 ( an+ 1 an+ 2 !a2n )的

Hamming重量都为 1,因为 n 级m序列中不包含长度超

过 n 的 0串.

第二, ai= 1, an+ j= 1,这里 1 ∋ i ∋ n, 1 ∋ j ∋ n.如果

i< j ,则 ( ai+ 1 ai+ 2 !ai + n ) = ( 00!0) ,矛盾;如果 i = j ,

则( a1 a2 !an) = ( an+ 1 an+ 2 !a2n) ,矛盾; 因此必有 i>

j .

第三, ai= 1, an+ j= 1,这里 n %i> j %1.定义  ak 为

 ak= ( akak + 1 !ak+ n- 1) ,这里 k= 1, 2, !, n+ 1

当 k ∃ { 1, 2, !, j } ,  ak 的Hamming重量为 1,  ak 的

分量等于 1 的位置分别为{ i , i- 1, !, i- j + 2, i- j +

1} ;

当 k ∃ { j+ 1, j + 2, !, i } ,  a k 的Hamming重量为 2;

当 k ∃ { i+ 1, i+ 2, !, n+ 1} ,  ak 的Hamming 重量

为 1,  ak 的分量等于 1的位置分别为{ j + n- i , j + n- i

- 1, !, j + 1, j } ;

假设 2( i- j) < n,即 i- j + 1 ∋ j + n- i,这意味着

集合{ i , i- 1, !, i- j + 2, i- j + 1} ({ j + n- i , j + n

- i- 1, !, j + 1, j }非空.现在假设 u ∃ { i , i- 1, !, i-

j + 2, i- j + 1} ({ j + n- i , j + n- i- 1, !, j + 1, j } .则

存在 k1 ∃ { 1, 2, !, j } 和 k2 ∃ { i+ 1, i+ 2, !, n+ 1}使

得向量  ak1
和  ak2

的分量等于1 的位置都是 u,因此  ak1
=

 ak
2
,矛盾.所以有 2( i- j ) %n.

第四,设 ai= 1, an+ j= 1,这里 n %i> j %1并且 2( i
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- j ) %n.假设 i= n, j = 1,则 ( a 1a2 !an) = ( 0!01) ,

( an+ 1an+ 2 !a 2n) = ( 10 !0) . 在这种情况下, f ( x )等于

它的互反多项式,因此序列 a 不是m- 序列,矛盾.

综上所述,我们得到下面的结论:

若 i= n,则 1< j ∋ n/ 2;

若 j = 1,则 n/ 2+ 1 ∋ i< n;

若 1 ∋ i< n 且 1< j ∋ n,则( i- j ) %n/ 2.证毕.

引理 2 � m�序列 a 中不包含长为 2n 的比特串

( a1 a2 !a2n )使得串( a1a2 !an )和 ( an+ 1 an+ 2 !a2n )的

Hamming重量都为 1且 an= 1, an+ j= 1,这里 1< j ∋ n/ 2.

证明:用反证法,假设存在满足上述条件的长为 2n

的比特串( a 1a 2 !a2n) ,注意到系数( c 1c2 !cn)满足等式

(1) .

设 n= ( u+ 1)j - v ,这里 0 ∋ v< j .若 v= 0,则等式

(1)的解必定为

( c 1c2 !cj ) = ( 00!01) , ( cj+ 1 cj + 2 !c2j ) = ( 00!01) , !,

( cuj+ 1 cuj+ 2 !cn) = (00!01) .

因此 f ( x) = 1+ x j+ x2j+ !+ xn , 其互反多项式与

其相等.矛盾.

若 0< v< j ,则等式( 1)的解必定为:

(c 1 ! cj ) = ( 00 !01 ), ( cj + 1 ! c2j ) = ( 00 !01 ) , !,

( c ( u- 1) j + 1 !cuj )= ( 00!01) , ( cuj+ 1 !cn) = ( 00!0) .
因此 cn= 0& 1,矛盾.所以 m�序列a 中不包含这样的比

特串( a 1a 2 !a2n) .证毕.

引理 3 � m�序列 a 中不包含长为 2n 的比特串

( a 1a2 !a2n )使得串( a 1a 2 !an )和 ( an+ 1 an+ 2 !a 2n )的

Hamming重量都为 1且 ai= 1,这里 n/ 2+ 1 ∋ i< n, an+ 1

= 1.

证明: m�序列 a 的逆序列 a
*
也是一个 m序列,由

引理 2,序列 a* 中不含有上述串的逆串,因此序列 a 中

不包含长为 2n 的比特串( a1a 2 !a2n )使得串 ( a1 a2 !
an)和 ( an+ 1an+ 2 !a 2n)的Hamming 重量都为 1 且 ai=

1,这里 n/ 2+ 1 ∋ i< n, an+ 1= 1.证毕.

现在假设 2n 长的比特串 ( a1 a2 !a 2n)满足下面的

条件: ( a 1a 2 !an)和( an+ 1 an+ 2 !a 2n)的Hamming 重量

都为 1,且 ai= 1, an+ j= 1,这里 1 ∋ i< n, 1< j ∋ n, ( i-

j ) %n/ 2.在这个假设条件下,等式( 1)可以表示为:

( cn- i+ 1 , cn- i+ 2 , !, cn- i+ j ) = ( 0, 0, !, 0, 1) ( 2)

( c1+ cn- i+ j + 1, c 2+ cn- i+ j+ 2 , !, ci - j+ cn)= ( 0, 0, !, 0)

( 3)

( ci - j+ 1, ci- j + 2, !, cn- j ) = (0, 0, !, 0) ( 4)

下面引理 4~ 7 的证明都基于上述的假设

引理 4 � 如果 n- i+ j 是 n 的一个因子,那么等式

(2) ~ ( 4)的解必为下面的形式: ( 0, 0, !, 0, 1) = ( c 1, c2,

!, c ( n- i+ j ) ) = ( c( n- i+ j )+ 1, c ( n- i+ j )+ 2, !, c2( n- i+ j ) ) =

!= ( c ( i- j )+ 1, c( i- j )+ 2, !, cn).

证明:假设 n= u � ( n- i+ j ) ,则 i- j = n- ( n- i

+ j ) = ( u- 1) � ( n- i+ j ) .把等式 ( 2) ~ ( 4)中的项分

为两部分:第一部分为:

( cn- i+ 1, cn- i+ 2, !, cn- i+ j )= (0, 0, !, 0,1) ,

( c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 1+ ck � ( n- i+ j ) + n- i+ 1,

c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 2 + ck � ( n- i+ j ) + n- i + 2, !, ck � ( n- i+ j ) +

c ( k+ 1) � ( n- i+ j ) )= (0,0, !,0) , k= 1, 2, !, u- 1.

第二部分为:

( c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + 1+ ck � ( n- i+ j ) + 1, c ( k- 1) � ( n- i + j )+ 2+

ck � ( n- i + j )+ 2, !, c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n - i+ ck � ( n- i+ j ) + n- i)

= (0, 0, !, 0) , k= 1, 2, !, u- 1,

( c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + 1, c ( u - 1) � ( n - i+ j ) + 2, !, c ( u - 1) � ( n - i+ j ) + n- i )

= (0, 0, !, 0) .

其中第一部分包含的系数集合为:

� � )
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 1, c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 2, !,

� � ck � ( n- i+ j ) } ,

第二部分包含的系数集合为:

� � )
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + 1, c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ 2, !,

� � c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i} .

上述两个集合没有交叠,且

)
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 1, c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 2, !,

ck � ( n- i + j ) } )
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + 1, c( k- 1) � ( n- i+ j ) + 2, !,

c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i}= { c1, c2, !, cn}

由第一部分,我们可以得到

)
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i + j )+ n- i+ 1 , c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ n- i+ 2, !,

ck � ( n- i+ j )}的值.

(0,0, !, 0, 1)= ( cn- i+ 1, cn- i+ 2, !, c ( n- i+ j ) )

= ( c ( n- i+ j ) + n- i+ 1, c( n- i+ j ) + n- i+ 2, !, c2( n- i+ j ) )

= !
= ( c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + n - i+ 1, c ( u - 1) � ( n - i+ j ) + n- i+ 2,

!, cn) .

由第二 部分, 我们 可以 得到 )
u

k= 1
{ c( k- 1 ) � ( n- i+ j )+ 1,

c ( k- 1) � ( n- i + j ) + 2, !, c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ n- i}的值.

( 0, 0, !, 0 ) = ( c( u- 1) � ( n- i+ j ) + 1, c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + 2, !,

c ( u- 1) � ( n- i+ j )+ n- i)

= ( c ( u- 2) � ( n- i+ j ) + 1, c ( u- 2) � ( n- i+ j )+ 2, !, c ( u- 2) � ( n- i+ j )+ n- i)

= !
= ( c1, c2, !, cn- i ) .

证毕.

引理 5 � 如果 n= u � ( n- i+ j ) - 1,那么 n � n 矩

阵

 a 1
 a 2
�

 an

的秩为n- 1.
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证明:假设 n = u � ( n- i+ j ) - 1, 则有下面的两

个等式:

i- j + 1= n- ( n- i+ j ) + 1= ( u- 1) � ( n- i+ j ) ,

n- j = u � ( n- i+ j ) - ( j + 1) = ( u- 1) � ( n - i+ j )

+ ( n- i) - 1.

将等式(2) ~ ( 4)分成四部分

第一部分为:

( cn- i+ 1, cn- i+ 2, !, cn- i+ j)= (0, 0, !, 0, 1) ,

( c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ n- i+ 1+ ck � ( n- i+ j )+ n- i+ 1,

c ( k- 1) � ( n- i + j )+ n- i+ 2 + ck � ( n- i+ j ) + n - i+ 2, !, ck � ( n- i+ j ) +

c ( k+ 1) � ( n- i + j ) )= (0, 0, !, 0) ,其中 k= 1, 2, !, u- 2,

( c ( u - 2) � ( n- i+ j ) + n- i+ 1+ c ( u- 1) � ( n- i+ j )+ n- i+ 1,

c ( u - 2) � ( n- i+ j ) + n- i+ 2+ c ( u- 1) � ( n- i + j )+ n- i+ 2, !,

c ( u - 1) � ( n- i+ j ) - 1+ cn)= (0, 0, !, 0) .

第二部分为:

( c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ 1+ ck � ( n- i+ j )+ 1,

c ( k- 1) � ( n- i + j )+ 2+ ck � ( n- i+ j )+ 2, !,

c ( k- 1) � ( n- i + j )+ n- i- 1+ ck � ( n- i+ j )+ n- i- 1) = (0, 0, !, 0) ,其中 k

= 1,2, !, u- 1,

( c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + 1, c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + 2, !, c ( u - 1) � ( n- i+ j ) + n- i- 1)

= (0,0, !,0) .

第三部分为:

c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ ck � ( n- i+ j ) + n- i = 0,其中 k= 1,2, !, u- 1.

第四部分为:

c( u- 1) � ( n- i+ j ) = 0.

注意到以下的事实:

(1)第一部分包含的系数集合为:

)
u

k= 1
{ c( k- 1) � ( n- i + j )+ n- i+ 1, c( k- 1) � ( n- i + j )+ n- i+ 2, !, ck � ( n- i+ j ) }

) { c ( u- 1) � ( n- i+ j )+ n- i+ 1, c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 2, !, cn} .

(2)第二部分包含的系数集合为:

)
u

k= 1
{ c( k- 1) � ( n- i+ j ) + 1, c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + 2, !,

c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i- 1}

(3)第三部分包含的系数集合为:

)
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i + j ) + n- i }.

(4)第四部分包含的系数集合为:

{ c( u- 1) � ( n- i + j ) } .

(5)前三个集合没有交叠, 即它们之间交集为空

集;三个集合的并为{ c 1, c2 , !, cn} .

(6)由第一部分,我们可以获得下面唯一的值:

)
u- 1

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ n- i+ 1, c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ n- i+ 2, !,

ck� ( n- i+ j ) } ) { c ( u - 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 1, c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + n- i+ 2,

!, cn }

(7)由第二部分,我们可以获得下面唯一的值:

� � � � )
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i+ j )+ 1, c ( k- 1) � ( n - i+ j ) + 2, !,

� � � � � � � � � c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i - 1} .

( 8)由第三部分,我们可以获得下面的两个值:

)
u

k= 1
{ c ( k- 1) � ( n- i+ j ) + n- i} ,

( cn- i, c ( n- i + j )+ n- i , c2� ( n - i+ j ) + n- i , !, c ( u- 1) � ( n- i+ j ) + n- i )=

(0,0, !, 0) or (1, 1, !, 1) .

这意味着相应于第三部分,

 a 1
 a 2
�

 an

只存在一个线性

关系. 上面所有这些都证明矩阵

 a 1
 a 2
�

 an



等式(2) ~ ( 4)中包含下面的方程:

ck - ( u- 2) � ( n- i+ j ) = 0 or 1,

( ck- ( u- 2) � ( n- i + j ) + ck- ( u- 3) � ( n- i+ j ) , ck- ( u- 3) � ( n- i+ j )

+ ck - ( u- 4) � ( n- i+ j ) , !, ck - ( n- i+ j ) + ck ) = ( 0, 0, !, 0),

ck= 0.

cl - ( u- 2) � ( n- i+ j )= 0 or 1,

( cl- ( u- 2) � ( n- i + j ) + cl- ( u- 3) � ( n- i + j ) , cl- ( u- 3) � ( n- i+ j )

+ cl - ( u- 4) � ( n- i+ j ) , !, cl - ( n- i+ j ) + cl ) = ( 0, 0, !, 0) ,

cl= 0.

注意到下面两个不同的线性关系:

ck- ( u- 2) � ( n- i + j ) + ( ck- ( u- 2) � ( n- i+ j ) + c k- ( u - 3) � ( n- i+ j ) ) +

( ck- ( u- 3) � ( n- i+ j ) + ck- ( u- 4) � ( n- i+ j ) ) + !+ ( ck- ( n- i+ j ) + ck) +

ck= 0,

cl- ( u - 2) � ( n- i+ j ) + ( cl- ( u- 2) � ( n- i+ j ) + c l- ( u- 3) � ( n- i+ j ) ) +

( cl- ( u- 3) � ( n- i+ j )+ cl- ( u- 4) � ( n- i+ j ) ) + !+ ( cl- ( n- i + j ) + cl) + cl

= 0.

因此矩阵

 a 1
 a 2
�

 a n

的秩不超过 n- 2.证毕.

引理 7 � m�序列 a 中不包含长为 2n 的比特串

( a 1a2 !a2n )使得串( a 1a 2 !an )和 ( an+ 1 an+ 2 !a 2n )的

Hamming重量都为 1且 ai= 1, an+ j= 1,这里 1 ∋ i< n, 1

< j ∋ n, ( i- j ) %n/2.

证明:用反证法证明,假定存在满足上述条件的 2n

长的比特串( a 1a2 !a 2n) , 如果 n- i+ j 是 n 的一个因

子,由引理 4:

f ( x ) = 1+ x
( n- i+ j )

+ x
2( n- i+ j )

+ !+ x
n

等于互反多项式,因此 a 不是m 序列, 矛盾. 如果

n- i+ j 不是 n 的一个因子,由引理 5 和引理 6, 矩阵

 a 1
 a 2
�

 a n

的秩小于 n,即矩阵是不可逆的,矛盾.证毕.

命题 2 的证明: 由引理 1,引理 2, 引理 3和引理 7

可知命题 2是正确的.证毕.

4 � 定理 1和推论的证明

� � 由 m序列的性质,下面的引理 8是平凡的.

引理 8 � 取序列 v= v 0v 1v 2 !为 m序列 a 的移位序

列且v & a.取序列 h= h 0h1h 2 !为序列 a 和序列v 的乘

积序列, hk= akvk , k= 0, 1, 2, !, 则序列 h 的线性复杂

度不超过 n2 .因此序列 h 中的串∀ 00!0#的长度不超过

n 2- 1.如果 n 为偶数, 则序列 h 的线性复杂度不超过

n
2
/2.因此序列 h 中的串∀ 00!0#的长度不超过 n

2
/ 2-

1.

定理 1 和推论的证明: 设广义自缩序列 b ( G) =

b0b1 b2 !,序列 h= h 0h 1h2 !满足 hk= akvk , k= 0, 1, 2,

!,则 b0 b1b2 !bL- 1= 00!0当且仅当
vt

0
= v t

1
= vt

2
= != v t

L - 1
= 0;

当且仅当

ht= 0,这里 t0 ∋ t ∋ tL- 1;

当且仅当

ht= 0,这里 0 ∋ t ∋ tL- 1 .

现在假设 T 长串h 0h 1h2 !hT- 1= 00!0.定义 e= e0 e1e 2

!,满足 ek= ak+ vk .则 a, e 和v 都是不同的m序列,且

有相同的极小多项式.设 T = 2n � S+ W, 0 ∋ W< 2n.

由命题 1 和命题 2,我们知道:

( 1) e 0e1e 2 !e2n � S- 1的 Hamming重量不多于 ( 2n-

2) � S;

( 2) v 0v 1v 2 !v 2n � S- 1的Hamming重量不少于 3S.

因此序列 a 0a1 a2 !a 2n � S- 1的Hamming重量不多于

( 2n- 2) � S- 3S= ( 2n- 5) � S.

假设 n< W< 2n,由 m 序列的性质, e2n � S e2n � S+ 1

! e2n � S+ W- 1 的 Hamming 重 量 不 超 过 W - 1,

v2n� Sv 2n � S+ 1 !v 2n � S+ W- 1的Hamming重量不少于 1. 因

此 a 2n � Sa2n � S+ 1 !a2n� S+ W- 1的Hamming重量不超过 W

- 2.因此 a 0a1 a2 !aT- 1的Hamming 重量不超过 ( 2n-

5) � S+ ( W- 2) .

但

� ( 2n- 5) � S+ ( W- 2)

= ( 2n- 5) � S+ ( W- 5) + 3

= ( ( 2n- 5) / (2n) ) � 2nS+ ( ( W- 5) / (2n) ) � 2n+ 3

< ( ( 2n- 5) / (2n) ) � 2nS+ ( ( 2n- 5) / (2n) ) � W+ 3

= ( ( 2n- 5) / (2n) ) � T+ 3.

因此 a 0a1 a2 !aT- 1的 Hamming重量不超过( ( 2n- 5) /

( 2n) ) � T+ 3.

假设 0 ∋ W ∋ n, 则 a 2n� S a2n � S+ 1 !a 2n � S+ W- 1的

Hamming重量不超过 W, a0 a1a 2 !aT- 1的Hamming 重量

不超过( 2n- 5) � S+ W.

但

� ( 2n- 5) � S+ W

= ( ( 2n- 5) / (2n) ) � 2nS+ ( ( 2n- 5) / ( 2n) ) � W+ ( 5/

( 2n) ) � W

< ( ( 2n- 5) / (2n) ) � 2nS+ ( ( 2n- 5) / (2n) ) � W+ 3

= ( ( 2n- 5) / (2n) ) � T+ 3.

a 0a1 a2 !aT- 1的Hamming重量不超过( ( 2n- 5 )/ ( 2n) )

� T+ 3.

可以看出串 a0a 1a2 !aT- 1的Hamming重量不超过

( ( 2n- 5) / ( 2n) ) � T + 3,由引理 8, T ∋ n2- 1, 且 T ∋
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n 2/ 2- 1 如果 n 是偶数.所以串 a 0a1 a2 !aT- 1的Ham�
ming重量不超过

( (2n- 5) / ( 2n) ) � ( n2- 1) + 3< ( ( 2n- 5) / ( 2n) ) � n 2

+ 3= n2- 2�5n+ 3,

如果 n 是偶数,串 a 0a1 a2 !aT- 1的Hamming 重量不超

过

( (2n- 5) / ( 2n) ) � ( n2/2- 1) + 3< ( ( 2n- 5) / ( 2n) ) �

n
2
/ 2+ 3= n

2
/ 2- 1. 25n+ 3.

因此当串 b0 b1b2 !bL- 1= 00!0, 其长度满足 L ∋ n2-

2. 5n+ 3, n 为偶数时L ∋ n
2
/ 2- 1. 25n+ 3.

假设 b0b1b2 !bL- 1= 11!1,即 b( G)的补序列有一个长

度为 L 的 0 串, 注意到 b ( G)的补序列仍然属于族

B( a).因此,族 B( a)中序列的最长游程长度 L 满足L

∋ n 2- 2. 5n+ 3, n 为偶数时 L ∋ n 2/ 2- 1. 25n+ 3. 证

毕.

5 � 已知结果和猜想

� � 到现在为止, 我们没有发现任何一个广义自缩序

列的 0游程( 1游程)长度超过 2n.对于 n ∃ { 3, 4, 5, 6} ,

程序实现的结果表明,族 B( a)中所有序列的最长游程

都小于 n+ 4. 我们有一个猜想:除序列 000!和 111!
外,族 B( a)中所有序列的最长游程都小于 2n.
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