


阵方程的基本解向量进行迭加的区域分解算法1EGcwAGl

=GDAp LXlf wAX6 J npwXcD!MXi GA6 MnpXi uXDAwAX6 YnwNXU( E=LJ!

MMY. (并将不变性测试方程1YnGDf cnUq2f GwAX6 XmO6r GcA!

G6pn(YqO.应用于其中(获得了很好地效果h文献 [ , , H则

将 E=LJ!MMY 应用于二维电磁散射问题h

在上述研究基础上(针对电大散射问题(本文提出

了一种基于广义变分原理的区域分解算法h首先将原

区域划分为若干个不重叠的子区域( 在每个子区域上

独立剖分网格h采用拉格朗日乘子法以满足相邻子区

域之间场的连续性条件(并以此建立了修正泛函(从而

将原问题转化为求解拉格朗日乘子h研究了子区域系

数矩阵的可逆性h为了加快求解速度( 没有采用传统区

域分解算法常用的高斯!赛德尔迭代法[ , ] s( V( , s( , 8H(而是

利用 | cdlXr 子空间类算法超线性收敛的特点[ ,VH( 采用

了重启的广义最小残量法来求解关于拉格朗日乘子的

缩维方程h数值算例验证了本文算法的准确性和有效

性h
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� � 考虑图 , 所示的二维柱体散射问题 � 其纵向场分量
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式中的 �J& 、�J � 和 �r 是与媒质特性有关的参数 � 
 是激励

函数2常见的边界条件形式是
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其中 � ( � ) 和 �I 是已知函数 � �Z! � �Z
 是 �V的边界 � 且 �Z+

�Z! ∃ �Z
 � �� 是单位外法向矢量2

上述问题的泛函为
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不失一般性 � 将区域 �V分成四个互不重叠的子区

域 �V� 1� + , � 4 � s � 8 ' � 如图 4所示2显然 � 式1s ' 在每个子

区域上也是成立的 � 因此 � 它可以被改写成 ,

- 1 �E' + - , 1 �E, ' k - 41 �E4' k - s1 �Es ' k - 81 �E8' 18'

其中 �E� 1 � + , � 4� s � 8' 是子区域 �V� 1 � + , � 4 � s � 8 ' 上的场 �

- � 1 �E� ' 是式1s ' 在子区域 �V� 1 � + , � 4 � s � 8 ' 上的表达式 �

即
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在两个子区域的连接边界处 � 场应满足连续性条

件
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根据广义变分原理 * , 7+ � 引入拉格朗日乘子 � 得到修正泛

函 ,

� - ~ + - ,1 �E, ' k - 41 �E4 ' k - s1 �Es ' k - 81 �E8'

k % �Z
,

�f , 1 �E,9 �E8 ' ! �Zk % �Z
4

�f 41 �E,9 �E4 ' ! �Z

k % �Zs

�fs1 �Es9 �E4 ' ! �Zk % �Z8

�f 81 �Es9 �E8 ' ! �Z 1: '

其中 �f ,、�f 4、�f s 和 �f 8分别是对应于四条连接边界 �Z,、

�Z4、�Zs 和 �Z8 的拉格朗日乘子2在引入拉格朗日乘子

后 � 式1s ' 和13 ' 的驻值问题就转化为修正泛函 - ~ 的驻

值问题2

采用有限元方法 � 在每个子区域上独立地剖分网

格 � 使相邻子区域在连接边界上的网格保持匹配2令

- ~ 对 �E� 1 � + , � 4 � s � 8 ' 的一次变分等于零 � 得到
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其中 7 � 、"
 � 分别是第 � 个子区域中的 - � 1 �E� ' 经离散后所

得到的系数矩阵和右端向量 � "�E� 是由第 � 个子区域中的

未知场量组成的列向量 � "�f � 是由第 � 条连接边界上的拉

格朗日乘子组成的列向量 � � e
� �的作用是将第 � 条连接边

界上的拉格朗日乘子映射到第 � 个子区域 � 相当于一个

扩充算子2

令 - ~ 对 �f � 1 � + , � 4 � s � 8 ' 的一阶偏导数等于零 � 得

到离散后的连续性条件
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式中 � � � 的作用是将第 � 个子区域上的场值映射到第 �

条连接边界 � 相当于一个提取算子2式1V' 和17 ' 中的 #� e

和 #� 互为转置矩阵 � 它们的元素只有三种取值 , 0 � , �

, 0: 0 � � 电 � � 子 � � 学 � � 报 400: 年



9 , 2

将式1V' 、17' 写成分块矩阵的形式 � 即

#� #� e

#� ̀

$�E

%�f
+
$�
̀

1, 0'

从而得到关于$�f 的缩维方程

#� #� 9 , #� e%�f + #� #� 9 ,$� 1, , '

一旦从上式求出了 %�f � 就可以根据式1V' 独立地求解每

个子区域内部的场值2

然而 � 式13 ' 属于 MAcApNlnw条件 � 式1V' 中的矩阵 � �

1� + , � 4 � s � 8 ' 并非在任何情况下都是可逆的 � 在物理上

表现为存在谐振问题
* , +
2如果任何一个 � � 1 � + , � 4 � s �

8 ' 奇异 � 上述算法都会失效2为了解决此问题 � 根据电

磁场的唯一性定理 * 40+ � 即 , 对于一个有耗区域 � 如果给

定了其边界上的切向场分量 � 就可以唯一地确定此区

域内部的场2因此 � 在划分子区域时 � 如果一个子区域

内的媒质是有耗的 � 其内部不会发生谐振 � 相应的矩阵

7 � 是可逆的 � 如果子区域内不存在损耗 � 则可以使该子

区域包含损耗性的边界条件 � 比如 � 完全匹配层或者引

入MnDucnD传输条件 � 这样该子区域所对应的 � � 就成为

可逆矩阵2

Ѐ� ෘ֥مൌགྷ

� � 本算法的关键在于求解方程式1, , ' � 我们采用迭代

法 � 在求解过程中只需要计算矩阵向量积 � 不必显式形

成 #� #� 9 , #� e2传统区域分解算法往往采用高斯!赛德尔

迭代法 � 其收敛相对较慢 � 为了加快求解速度 � 本文采

用具有超线性收敛特点的 | cdlXr 子空间类算法 � 并选择

了重启的广义最小残量法 � 具体过程如下 ,

1, ' 在每个子区域上独立地计算右端向量的贡献 �

通过 #� 将其提取到连接边界 �

14 ' 给定 %�f 的初值 �

1s ' 通过 #� e 将 %�f 扩充到每个子区域 � 独立地求解

每个子区域 �

18 ' 通过 #� 提取出连接边界上的场值 � 得到矩阵向

量积 �

1v ' 判断是否收敛 � 如果已经收敛 � 就停止迭代 � 否

则 � 回到1s ' 2

需要说明的是 � 扩充算子 #� e 和提取算子 #� 并不需
要显式形成 � 而且几乎不花费计算量和存储量 � 在编制

计算机程序时 � 它们只是一组赋值语句2为了提高收敛

速度 � 可以构造合适的预条件器2从式1, , ' 来看 #� #� #� e

似乎是一个很好的选择 � 然而 � 数值实验表明 � 这个预

条件器的效果并不理想 � 在某些情况下甚至还起到相

反的作用1见下文算例 s ' 2

Ԁ� ඔᆴෘ২

� � ෘ২Ā� 计算了平面波照射下的理想导体椭圆柱

的电磁散射2椭圆长轴为 v �f � 短轴为 4 0: �f 1 �f 是自由空

间中的波长 � 下同 ' 2采用二阶吸收边界条件 � 有限元网

格尺寸为 0 0v �f � 沿椭圆长轴方向把计算区域分成上下

两个完全相同的子区域2图 s 和图 8分别是eY 波和 eq

波入射时柱体表面电流的计算结果 � 可以看出 � 本文算

法与传统有限元方法的计算结果吻合得很好 � 这说明

本文方法是准确的2

ෘ২Ȁ� 区域分解算法的一个重要研究目标是解
决电大问题2我们计算了 eY 波照射下周长为 , 000 �f 的

理想导电方柱的散射2采取沿环向划分子区域的方案 �

使每一个子区域都包含一段吸收边界2图 v是柱体表面

电流计算结果2为了对比计算效率 � 分别采用本文方法

和 E=LJ!MMY * , 0� , , + 计算了周长从 80 �f 到 , 0000 �f 的理想

导体方柱的电磁散射 � 采用完全相同的网格剖分和子

区域划分方式 � 图 3统计了两种算法需要求解的矩阵方

, 0: ,第 � 3� 期 吕志清C电磁散射的拉格朗日乘子区域分解算法



程的数量 � 它清楚地表明了本文算法的计算效率更高2

ෘ২Ѐ� 图 : 是两个圆心距 ! + v0 �f 的理想导体圆

柱 � 它们的半径均为 5+ 40 �f � 表面都涂覆有总厚度为

44的有耗媒质 � 其中 4+ 0 4 �f � 媒质 , 的参数为 �	 � , + 89

4 � � �
 � ,+ 8� 媒质 4的参数为 �	 � 4+ 49 � � �
 � 4+ 42计算了入

射波沿 44v&入射时的雷达散射截面 � 计算结果见图 V2

计算中 � 取媒质 , 的网格尺寸为 0 0v, �f � 媒质 4 的网格

尺寸为 0 0s �f � 自由空间的网格尺寸为 0 03 �f � 总共有

, vs7488个未知数2将整个计算区域沿环向分成 V个子

区域 � 连接边界上总共有 , , 07 个节点 � 其中最大的子区

域有 8s37, 0个未知数2分两种情况 , 一是不使用预条件

器 � 一是使用预条件器 #� #� #� e � 计算精度要求都为相对

误差不超过 , 09 32结果表明 � 不使用预条件器时 � 需要

迭代 7: 次 � 占用的计算时间为 , Vs4 svD� 内存为 v4Y=

1在一台 En6wAf i OJ sh8oS t、, o = 内存的计算机上 . )而

使用预条件器时(竟需要迭代 : s s 次(占用的计算时间

为 s, 380D2可见该预条件器不仅没有降低迭代次数 � 还

起到了相反的作用 � 类似现象在计算导电柱体散射时

也曾出现过 � 其原因是该预条件器未能使矩阵的条件

数有所改善 � 这也说明构造高效率的预条件器将是一

个重要的工作2

؀� ંࢲ

� � 针对电磁散射问题 � 本文提出了一种基于广义变

分原理的区域分解方法2通过引入拉格朗日乘子法以

满足相邻子区域之间场的连续性要求 � 将有约束的变

分问题转化为无约束的变分问题 � 将原问题转变为求

解拉格朗日乘子 � 研究了子区域系数矩阵的可逆性 � 并

采用重启的广义最小残量法为求解器 � 以加快计算速

度2该算法极大地提高了计算效率 � 数值算例验证了其

准确性和有效性2

尽管本文算法具有并行计算的特点 � 但受硬件资

源所限 � 我们尚未在这方面展开工作2
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