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　　摘　要 :　本文提出一种基于图割的全变差 (TV)图像去噪算法.该算法将全变差去噪模型的能量函数最小化问

题转化为图的最小割问题 ,然后采用图割技术 (最大流/最小割算法)求得能量函数的全局最优解.并给出了去噪模型

中 ,均衡系数的自适应设定方案.实验结果及分析表明 ,该算法能有效抑制以往最小化方法产生的阶梯效应 ,具有较优

的复原效果.
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Abstract :　This paper presents a total variation ( TV) image denoising algorithm based on graph cut . In this algorithm , the

minimum of the total variation image denoising energy function was transfomed to a minimum cut of a certain graph. Then ,some

maximum flow/ minimum cut algorithms could solve this problem ,and get the global minimum of the TV energy function. In addi2
tion ,an adaptive method of the proportion coefficient is given. Experiment results show that the algorithm proposed could avoid the

staircase effect occurred in some classical total variation minimization methods ,and has the better restored effect .
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1　引言

　　实际图像在形成、传输过程中 ,不可避免会受到噪声干

扰 ,尽可能减少噪声对后续图像处理的影响 ,非常具有现实意

义.图像去噪问题 ,往往可以建模成一个能量函数的最小化问

题.由 Rudin等人[1 ]提出的全变差 ( TV : Total Variation)图像去

噪模型已在图像复原领域得到广泛的应用和研究 [2～6 ].

目前 ,有许多方法可用来最小化全变差图像去噪模型的

能量函数[1 ,4～6 ] .设图像 u是定义在R 2上的一个方形区域Ω.

那么 ,图像 u的全变差可以表示为 TV ( u) =∫Ω | ý u| d xd y ,

其中 ý表示梯度算子 .对于图像去噪问题 ,图像的全变差能量

函数通常具有以下形式 : E =∫Ω ( u - uo) 2d xd y +λTV( u) ,其

中 uo表示观测到的带噪图像 ,λ表示均衡系数.最小化能量

函数 E的经典方法 ,一般采用梯度下降法 [1 ,4 ] .运用梯度下降

法 ,从能量函数可导出如下演化公式 :
9u
9t

= ( uo - u) +λ div

ý u
| ý u|

,其中 div表示散度算子.公式中最后一项表示图像

u的曲率. 在数值计算中 ,为了避免除数为零 ,一般采用

| ý u| 2 +ε代替 | ý u | .这为数值计算带来一些困难 :当ε

不为零时 ,得到的结果往往会平滑掉一些边缘信息 ;即使ε趋

于零 ,通过演化公式可以得到收敛解 ,但不能得到最优解 [5 ] .

另一方面 ,在经典最小化方法中 ,均衡系数λ对于图像中所

有象素均取同一常数[1 ,4 ] ,忽略了观测图像的局部特征 ,在复

原图像中往往导致不同程度的阶梯效应.

针对上述最小化方法的不足 ,本文给出了一种基于图割

的全变差图像去噪算法.该算法能够求得全变差能量函数的

全局最优解 ,并为均衡系数的选取提供较自由的空间 ,从而有

效抑制复原图像中的阶梯效应.

收稿日期 :2006203201 ;修回日期 :2006205217

基金项目 :国家自然科学基金 (No. 10576027)

　
第 2期

2007年 2月
电　　子　　学　　报

ACTA ELECTRONICA SINICA
Vol . 35　No. 2

Feb. 　2007
　



2　基于图割的全变差离散模型

　　全变差图像去噪模型的能量泛函可表示为 :

E =∫Ω ( u - u0) 2d xd y +λ∫Ω | ý u| d xd y (1)

其中 , u0为所获得的观测图像 , u为复原图像 ,λ为均衡系数.

由于| ý u | =
9u
9x

2

+
9u
9y

2

≈ 9u
9x

+
9u
9y

,采用

文献[6 ]中的差分格式有 : | ý ux , y | ≈ | ux , y - ux + 1 , y | + | ux , y

- ux , y + 1| ,所以式 (1)可以离散化为 :

E≈∑
m

x =1
∑

n

y =1

( ux , y - uo
x , y) 2 +λ∑

m

x =1
∑

n

y =1

[ | ux , y - ux + 1 , y|

+ | ux , y - ux , y + 1| ] (2)

另一方面 ,图像去噪问题可看作一个亮度分配问题 :为图

像中每一象素分配一个合适的亮度值.设 P为图像中象素的

集合 , L 为象素所有可能亮度值的集合.我们可将式 (2)写为 :

E = ∑
p∈P

( lpx , py - uo
px , py) 2 +λ· ∑

( p , q) ∈N

| lpx , py - lqx , qy| (3)

其中 , uo
p表示带噪图像在象素 p处观测到的亮度值 , lp 表示

复原图像在象素 p处的亮度值.邻接关系 N定义为 : N = { { p ,

q} | px = qx - 1 , py = qy ,OR , px = qx , py = qy - 1} .其中 , px 与 py

分别表示象素 p在图像中水平和垂直坐标.离散模型 (2)和

(3)在数值上没有差别 ,但在含义上有所不同.离散模型 (3)可

以解释为 :第一项衡量了当象素 p分配亮度值 lp 后 ,与观测

数据的偏差.第二项表示了相邻象素之间势能的大小.λ为均

衡系数 ,用来调节两项之间的比例关系.模型 (3)就是本文所

建立的基于图割的全变差离散去噪模型.下一节将根据模型

(3)构造相应的图 ,采用图割方法求得式 (3)的最小值.并在实

验中讨论λ的自适应选取方案.

3　基于图割的全变差图像去噪算法

　　Greig等人[7 ]首先运用最大流/最小割算法来求解计算机

视觉问题中的能量函数最小化问题.其基本思路是将图像中

的每个象素视为构造图中的节点 ,象素之间的邻接关系采用

构造图的边表示.将能量函数最小值转化为构造图的最小割.

采用最大流/最小割算法求解最小割 ,并根据最小割为图像中

的每个象素分配亮度值.

按照上述思路 ,我们采用文献 [8 ]的方法 ,根据离散模型

(3) ,给出相应图的构造如下 :设有向图 G =〈Vertex ,Edge〉,其中

Vertex = ∪
p∈P

{ vp
1

, vp
2

, ⋯, vp
k - 1

} ∪{ S , T} , S , T为图的两个端点 ,

分别表示源和汇. p表示图像中的象素 , P表示所有象素的集

合. vp表示由一个象素按不同亮度级扩展得到的 k - 1个节点 ,

k表示所有可能的亮度级总数.图 G的节点构造如图 1所示.

边集合 Edge = Et2link ∪En2link ,其中 Et2link = ∪
p∈P

{ tp
1 , ⋯, tp

i ,

⋯, tp
k} ,是由图中端点及象素 p的扩展节点构成的边组成 , tp

1 =

{ S , p1} , tp
i = { pi - 1 , pi} , tp

k = { pk - 1 , T} ,每条边 tp
i 的权值为θ+

( i - uo
p) 2 ,θ为常数 , i 为相应的亮度级. En2link = ∪

p, q∈N
{ np , q

1 , ⋯,

np , q
i ,⋯, np , q

k - 1} ,是由邻接关系 N中 ,相邻象素对之间的对应扩

展节点相连接得到. np , q
i = { { pi , qi} | { pi , qi} ∈N} ,每条 n2link

边的权值均为λ.图 G边的构造及相应权值如图 2所示.

下面证明 ,上述所构造的有向图 G的最小割在某种条件

下就是离散模型 (3)的最小值.

定理　当θ≥( k - 1)λ+ 1时 ,上述构造的有向图 G的最

小割对应于离散模型 (3)的最小值.

证明　(1)对于每个象素 p∈P而言 ,图 G中的最小割仅

包含{ tp
1 , ⋯, tp

i , ⋯, tp
k}中的一条边.

假设图 G的最小割 C ,对某一象素 p′而言 ,含有两条

t2link边 : tp′
i , tp′

j , i , j = [1 , k ] , i < j.根据图 G的构造过程可知 ,

所有 n2link边的权值均为λ.通过象素 p′的邻域系统 ,总可以

找到一条割 C′,使得割 C与割 C′的代价差至少为 (θ+ ( j -

uo
p)

2) - ( k - 1)λ.由于θ为常量 ,因此 ,取θ≥( k - 1)λ+ 1 ,可

以保证割 C′的代价小于割 C ,与 C为图 G最小割相矛盾.所

以 ,当θ≥( k - 1)λ+ 1时 ,对于每个象素 p∈P而言 ,有向图

G中的最小割仅包含{ tp
1 , ⋯, tp

1 , ⋯, tp
k}中的一条边.图 3给出

了图割的一个例子 .

(2)有向图的最小割 ,与离散模型 (3)的最小值相对应.
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由式 (1)知 ,最小割 C包含的边包括 :每个象素中的一条

t2link扩展边 ,以及若干 n2link条边.则最小割 C代价为 :

∑
p∈P
l
p
∈L

(θ+ ( lp - uo
p) 2) +λ ∑

{ p , q} ∈N′
| lp - lq| ,即 :

cost ( C) = ∑
p∈P
l
p
∈L

( lp - uo
p)

2 +λ ∑
{ p, q}∈N′

| lp - lq| + Num( P)·θ (4)

其中 ,Num( P)为图像中象素个数.将式 (4)与式 (3)相比较 ,可

以看出两式仅差常数 Num ( P)·θ.因此 ,由式 (1)和式 (2)知 ,

定理得证.

综上所述 ,基于图割的全变差图像去噪算法的主要步骤

如下 :

Step1 :根据离散模型 (3) ,以及上述构造方法 ,构造图 G.

Step2 :根据观测图像的局部特征 ,给出合适的均衡参数

选取方案 ,并设θ≥( k - 1)λmax + 1.

Step3 :采用最大流/最小割算法 ,求解图 G的最小割 C.

Step4 :根据最小割 C以及映射关系 F ,为图像象素分配

亮度值. F定义为象素亮度值集合与象素集合之间的映射关

系 : F :L |→P.对于任意象素 Π p∈P ,以及亮度值 l ∈L 有 ,若

tp
l ∈C ,则 up = l .

4　实验与分析

　　测试图像采用 128×128的标准 Cameraman以及文字灰度

图像.通过加入方差为 20 ,均值为 0的高斯噪声 ,产生带噪图

像.为了说明算法的有效性 ,将本文算法与 ROF方法[1 ]进行

对比实验. ROF方法是采用梯度下降法最小化全变差能量函

数的经典方法.复原效果采用峰值信噪比 ( PSNR : Peak Signal

Noise Ratio)衡量.在 ROF方法中 ,整幅图像采用相同的均衡参

数λ.对于 Cameraman图像 ,当时 , ROF方法达到最优去噪效

果.去噪效果如图 4 ( b)所示.事实上 ,由于图像本身是奇异

的 ,所以均衡参数λ取固定值并不理想.因此 ,在本文的去噪

算法中 ,可根据图像的局部特征 ,自适应设定λ值.可采用如

下自适应策略[8 ] :对于原始图像中可能的平滑区域设置较大

的λ,强制平滑 ;对原始图像中可能的边缘区域 ,设置较小的

λ,尽量保边.根据上述策略 ,本实验中采取如下方案 :

λ=
30 , if　| uo

q - uo
p| <σ,{ p , q} ∈N

20 , 其他

其中 ,σ为噪声标准方差的估计 , uo
q , uo

p 为带噪图像中两相邻

象素的灰度值.最大流/最小割算法采用文献 [9 ]中给出的实

现方法.去噪效果见图 4 ( c) .图 4 ( c)与图 4 ( b) ,相比 ,图割方

法在 PSNR上稍优于 ROF方法 ,但在复原效果上可以看出图 4

( c)的阶梯效应明显减弱 ,具有较优的恢复效果.图 5显示了

图 4中去噪后图像的局部放大效果 .从图 5可以看出 ,采用本

文算法能够有效抑制阶梯效应的产生.图 6给出了对文字图

像的去噪效果 .图 6 ( b)为采用 ROF方法的去噪效果 ,其中.图

6 ( c)给出了图割方法的去噪效果.虽然图 6 ( c)的 PSNR值稍

低于图 6 ( b) ,但其视觉效果明显优于图 6 ( b) .这一点可以从

图 6的局部放大结果 (图 7)看出.图 7 ( a)中的阶梯效应比较

明显 ,而图 7 ( b)则很好的克服了阶梯效应的产生.

5　结论

　　本文从能量函数角度出发 ,将全变差图像去噪模型离散

化后映射为基于图割的优化问题 ,给出一种基于图割的全变

差图像去噪算法.该算法不仅能够避免以往最小化方法固有

的局部最小缺点 ,而且能够根据带噪图像的局部特征 ,自适应

设定均衡系数 ,充分利用图像的先验知识.实验结果表明 ,基

于图割的全变差图像去噪算法能够有效抑制阶梯效应 ,具有

较优的复原效果.然而由于构造的图结构比较庞大 ,使得本文

算法在求解最小割过程中需要较多的存储空间和计算时间.

设图像大小为 M×N ,灰度级为 L ,则所构造图的节点个数为

N·N·( L - 1) + 2 ,有向边的数目约为 M·N·( L + 1) + 2·( L -

1) ( M·( N - 1) + N·( M - 1) ) .因此 ,本文算法至少需要 5·M·

N·L～6·M·N·L 的存储空间.另一方面 ,算法的计算复杂度

主要取决于最大流/最小割算法的具体实现.研究最大流/最
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小割算法的高效实现 ,以提高算法效率 ,将是我们下一步的研

究工作.
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