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摘 要： 将迫近算子用于求解基于压缩感知理论的磁共振图像快速重建模型，得到了一个高效的迭代重建算

法．将该算法用于部分Ｋ空间数据重建，并就算法对噪声的敏感性及算法对迭代初值的依赖性进行了仿真实验．实验
结果表明，算法对噪声不敏感，对初值也没有显著的依赖性，该算法可由极少量Ｋ空间数据重建出高质量的ＭＲ图像．
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１ 引言

压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论是由 Ｄｏｎｏ
ｈｏ［１］，Ｃａｎｄè、Ｒｏｍｂｅｒｇ和 Ｔａｏ［２］等人提出的一个新颖的信
号采集、编码和解码的理论．Ｃａｎｄèｓ证明了只要信号在
某一个正交空间具有稀疏性，就能以较低的频率采样信

号，而且能够以高概率重构该信号［２］．由于压缩感知理
论在处理大规模稀疏或可压缩数据方面的巨大应用前

景，该理论一经提出就在许多领域受到了关注．目前，国
外一些研究小组已开始将压缩感知理论用于压缩成像、

医学图像处理、模数转换、ＣＳ雷达、遥感图像处理、天文
学、通信等领域．最近，压缩感知理论也逐渐为国内的研
究者所关注，出现了若干关于压缩感知理论及其研究进

展方面的综述文章［３，４］及图像重建中观测矩阵的设计

方面的论文［５，６］．
Ｌｕｓｔｉｇ等人［７，８］结合磁共振成像原理，深入分析了

压缩感知理论用于磁共振快速成像的可行性，并给出了

压缩感知理论在改进现有磁共振成像（ＭａｇｎｅｔｉｃＲｅｓｏ
ｎａｎｃｅＩｍａｇｉｎｇ，ＭＲＩ）技术方面的几个应用实例．通常，将

压缩感知理论在磁共振快速成像中的应用研究工作简

称为ＣＳＭＲＩ．ＣＳＭＲＩ的基本思想是利用磁共振图像在
适当变换域中的稀疏性，直接对 Ｋ空间数据进行随机
降采样，最后通过非线性重建算法重构图像．

Ｌｕｓｔｉｇ等人在文献［７］中用非线性共轭梯度法对ＣＳ
ＭＲＩ重建模型进行数值求解，然而非线性共轭梯度法收
敛性的理论尚不完备，有时甚至具有奇异（ｂｉｚａｒｒｅ）的收
敛性［９］．文献［１０］提出了一个基于迫近算子的向前向
后分裂算法，用于求解一般的信号恢复问题．本文将文
献［１０］中求解信号恢复模型的算法思想用于求解 ＣＳ
ＭＲＩ重建模型，给出了 ＭＲ图像快速重建一个新算法．
该算法不需要解大规模的线性方程组，也不用矩阵分解

的方法，算法中仅用到向量的运算以及矩阵与向量的乘

法运算，有效地解决了 ＣＳＭＲＩ重建模型中大规模系统
矩阵的存储与计算问题．仿真实验表明，算法可由极少
量Ｋ空间数据重建出高质量的ＭＲ图像．

在国内，目前尚未见到关于压缩感知理论用于 ＭＲ
快速成像方面的文献报道．本文作者期望将基于迫近算
子的算法用于对真实ＭＲ数据快速重建，为压缩感知理
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论早日应用于医学磁共振快速成像提供稳健高效的算

法支持．

２ 基于ＣＳ理论的ＭＲ图像快速重建

２．１ 模型设计

压缩感知理论正为越来越多的研究者所熟悉，有

兴趣的读者可阅读文献［１～６，１１，１２］，本文不再赘述．
压缩感知理论能否成功地用于 ＭＲ图像快速重建主要
取决于以下三方面的因素：（１）ＭＲ图像是否具有稀疏
性或可压缩性；（２）如何构建随机测量矩阵，使得随机
投影能保持必要的原始图像的信息，并且测量的方法

是非适应性的；（３）针对 ＭＲ图像大尺度数据规模，如
何设计高效的优化算法．

事实上，大部分 ＭＲ图像在适当的稀疏变换域（如
小波变换、有限差分变换等）中是稀疏的．由于小波变
换是可逆的，在得到小波系数后通过逆小波变换即可

得到ＭＲ图像．因此，基于 ＣＳ理论的 ＭＲ图像快速重建
模型中，通常取小波变换作为稀疏变换．

在采集ＭＲ数据时，可以自由地设计采样轨道．目
前使用最广泛的仍是笛卡尔采样，对笛卡尔采样数据

进行重建非常简单，并且具有良好的系统鲁棒性．为大
幅度减少Ｋ空间采样数据，缩短扫描时间，并结合 Ｋ空
间数据分布特点，本文设计如下的采样模式：由于低频

信息决定图像的主要结构信息，而高频信息决定图像

的细节，因此对Ｋ空间中间的行密集采样，而对远离中
心的行按独立同分布（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｎｄｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔ
ｅｄ，ｉｉｄ）Ｇａｕｓｓｉａｎ分布随机采样．取小波变换作为对 ＭＲ
图像的稀疏变换 Ｖ．因此，基于ＣＳ理论的ＭＲ快速重建
可通过求解下列有约束最优化问题实现：

ｘ＝ａｒｇｍｉｎ

 

ｘ１ ｓ．ｔ． ＵＶ－１ｘ＝ｂ （１）
其中，Ｕ代表部分 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，Ｖ为小波变换，ｂ为测
量数据，ｘ是待重建 ＭＲ图像的小波系数．通过求解最
优化问题（１）得到 ｘ，再对其进行逆小波变换即可得到
重建的ＭＲ图像．
２．２ 优化算法

本文将文献［１０］中基于迫近算子的向前向后分裂
算法思想用于求解 ＣＳＭＲＩ重建模型，给出求解有约束
最优化问题式（１）一个新算法．

设实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｓ中的测量数据ｂ，实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间
Ｈ的图像ｘ满足下列数据模型：

ｂ＝Ｌｘ＋ｎ （２）
其中 Ｌ：Ｈ→Ｓ为线性算子，ｎ∈Ｈ为加性噪声．考虑下
列更具一般性的问题：

问题１ 设 Ｈ，Ｓ，Ｗ皆为实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间
（１）Ｌ：Ｈ→Ｓ为非零有界线性算子；
（２）Ｔ：Ｈ→Ｗ为线性有界双射，且 Ｔ－１＝Ｔ；

（３）ｆ为Ｗ上的下半连续凸函数．
目标是

ｍｉｎ
ｘ∈Ｈ
γｆ（Ｔｘ）＋

１
２

 
Ｌｘｂ２

２ （３）

设 ｇ是实 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的下半连续凸函数，称算子

ｐｒｏｘｇ：Ｈ→Ｈ：ｘ｜→ａｒｇｍｉｎ
ｙ∈Ｈ

ｇ（ｙ）＋１２ ｘ－

 

ｙ２
２ （４）

为函数 ｇ的迫近算子（ｐｒｏｘｉｍｉｔｙｏｐｅｒａｔｏｒ）［１０］．基于迫近
算子的算法的主要结果由以下定理给出：

定理 假设问题１的解集 Ｇ非空，｛γｎ｝ｎ∈Ｎ为正实
数序列且满足

０＜ｉｎｆ
ｎ∈Ｎ
γｎ≤ｓｕｐ

ｎ∈Ｎ
γｎ＜

２ 

Ｌ ２

｛λｎ｝ｎ∈Ｎ为［０，１］上的序列且ｉｎｆｎ∈Ｎλｎ＞０
，｛ａｎ｝ｎ∈Ｎ，｛ｃｎ｝ｎ∈Ｎ

是Ｈ内两个序列，且∑
ｎ∈Ｎ

ａ

 

ｎ ＜＋∞，∑
ｎ∈Ｎ

ｃ

 

ｎ ＜＋∞，

取定初始点 ｘ０∈Ｈ，对任意自然数 ｎ，定义下列迭代
ｘｎ＋１＝ｘｎ＋λｎ｛（ＴｐｒｏｘγｎｆＴ）［ｘｎ－γｎ（Ｌ

（Ｌｘｎ－ｂ）

＋ｃｎ）］＋ａｎ－ｘｎ｝ （５）
则以下结论成立：

（１）｛ｘｎ｝ｎ∈Ｎ弱收敛于解集Ｇ中的一个点ｘ；

（２）∑
ｎ∈Ｎ

ＬＬ（ｘｎ－ｘ

 

）２＜＋∞；

（３）∑
ｎ∈Ｎ
‖（ＴｐｒｏｘγｎｆＴ）［ｘｎ－γｎ（Ｌ

（Ｌｘｎ－ｂ））］

－ｘｎ‖＜＋∞；
（４）｛ｘｎ｝ｎ∈Ｎ强收敛于ｘ当且仅当ｌｉｍｄＧ（ｘｎ）＝０．
取λｎ≡１，ａｎ≡０，ｃｎ≡０，显然这三个序列都满足定

理中的条件，则迭代公式 ｘｎ＋１＝（ＴｐｒｏｘγｎｆＴ）［ｘｎ－

γｎＬ（Ｌｘｎ－ｂ）］是问题１的解．
现在对问题 １进行简化，取 Ｔ为单位算子，函数

ｆ（·）为 Ｌ１

 

范数 · １，则有

（ＴｐｒｏｘγｎｆＴ）（ｘ）＝ｐｒｏｘγｎ‖·‖１ｘ

＝ｓｉｇｎ（ｘ）·ｍａｘ｛ｘ －γｎ，０｝ （６）
即著名的软阈值（ｓｏｆｔｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ）或收缩（ｓｈｒｉｎｋａｇｅ）算

子．至此问题ｍｉｎ
ｘ∈Ｒ

Ｎ
γ

 

ｘ１＋
１
２ Ｌｘ－

 

ｂ２
２的解为

ｘｎ＋１＝ｐｒｏｘγｎ‖·‖１（ｘｎ－γｎＬ
（Ｌｘｎ－ｂ）） （７）

考虑有约束最优化问题式（１）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ形式

ｍｉｎ
ｘ∈Ｒ

Ｎ
γ

 

ｘ１＋
１
２ Ａｘ－

 

ｂ２
２ （８）

其中 Ａ＝ＵＶ－１，ｘ为ＭＲ图像的小波系数．于是最优化
问题式（８）的解为

ｘｎ＋１＝ｐｒｏｘγｎ‖·‖１［ｘｎ－γｎ（Ａ
（Ａｘｎ－ｂ））］ （９）

具体算法参看后面的伪代码（算法１），其中 ｂ为随
机降采样Ｋ空间数据（可以包含噪声），ｘ０为初值，ｘｋ＋１
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是重建的结果，它是要重建的 ＭＲ图像的小波系数，对
其再进行逆小波变换即可得到ＭＲ图像．

算法１

Ｒｅｑｕｉｒｅ：Ａ，ｂ，ｗ，ｂ０＝０，ｘ０，γ０，β
ｅ＝ ｂ－Ａｘ

 

０ ２

 

ｂ ２

Ｗｈｉｌｅｅ≤ｗ
Ｄｏ

ｂｋ＋１＝ｂ＋（ｂｋ－Ａｘｋ）

ｘｋ＋１＝ｐｒｏｘγｋ‖·‖１
［ｘｋ－γｋ（Ａ（Ａｘｋ－ｂｋ＋１））］

ｅ＝ ｂ－Ａｘｋ

 

＋１ ２

 

ｂ ２

γｋ＋１＝βγｋ
Ｅｎｄ

Ｏｕｔｐｕｔ：ｘｋ＋１

３ 实验与分析

３．１ ＭＲ图像重建实验
为验证本文算法的有效性，我们分别采用本文算

法、直接逆傅里叶变换和非线性共轭梯度法对脑部 ＭＲ
图像进行重建对比实验．实验平台为 ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ，Ｐｅｎ
ｔｉｕｍ（Ｒ）４ＣＰＵ双核３００ＧＨｚ＆３１６ＧＨｚ，２ＧＢ内存，程序
设计采用基于Ｍａｔｌａ７０４编程实现．图像的大小为２５６
×２５６，仅取其Ｋ空间的１２８行数据，其中１００行在 Ｋ空
间的中间部分连续采样，其余的２８行服从 ｉｉｄ的 Ｇａｕｓ
ｓｉａｎ随机分布．实验中，首先对部分 Ｋ空间数据 ｂ作逆
傅里叶变换得到一ＭＲ图像，再对该 ＭＲ图像进行小波
变换，将该小波系数作为算法的初值 ｘ０．这样选取初值
的好处是初值和部分 Ｋ空间数据 ｂ密切相关，迭代初
值就包含了待重建图像的部分信息，使得初值的选择

具有自适应性．

图１给出了对脑部全部 Ｋ空间数据和部分随机降
采样Ｋ空间数据重建得到的ＭＲ图像．其中，图１（ａ）是
采用全部Ｋ空间数据重建的图像．图 １（ｂ）～（ｄ）均为
对部分Ｋ空间数据重建的结果，其中图１（ｂ）为对部分
Ｋ空间数据进行直接逆傅里叶变换得到的 ＭＲ图像，图
１（ｃ）为非线性共轭梯度算法的重建结果，图１（ｄ）为本
文算法的重建结果．从视觉上对图１（ａ）和图１（ｄ）进行
比较，可以看出本文重建算法对部分随机降采样 Ｋ空
间数据可以重建出理想的 ＭＲ图像．由图 １（ｂ）可以看
出，由于采样的数据远远少于奈奎斯特采样定理所要

求的数据量，直接逆傅里叶变换重建图像中含有严重

的混叠伪影．
３．２ 算法对噪声的敏感性分析

绝大多数磁共振图像是在 Ｋ空间中进行采样获
得，噪声在原始Ｋ空间数据中都是呈现零均值 Ｇａｕｓｓｉａｎ
白噪声分布．因此，本文采用 Ｇａｕｓｓｉａｎ噪声模型设计重
建算法对噪声的敏感性分析仿真实验．具体实验主要
包括三个步骤：首先对Ｋ空间数据进行随机降采样；然
后在降采样Ｋ空间数据中添加均值为零，不同方差的
Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声；最后用本文重建算法对含噪声的随机
降采样Ｋ空间数据进行重建得到 ＭＲ图像．图 ２（ａ）～
（ｄ）分别为对添加均值为零，方差为 ００１，０２５，１００，
２２５的随机降采样Ｋ空间数据进行重建得到ＭＲ图像，
实验中采用的随机降采样方法与３１节中的实验相同．
从视觉上看，本文所提算法对噪声不敏感，对包含噪声

的随机降采样Ｋ空间数据进行重建可以得到较为理想
的ＭＲ图像．

为做进一步的定量分析，表１从峰值信噪比、相对
误差和重建时间三方面对含不同方差噪声的数据重建

结果进行了比较．其中相对误差是将部分 Ｋ空间数据
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重建图像与全部Ｋ空间数据重建图像进行比较．从表１
可见，原始Ｋ空间数据中添加的噪声方差为００１时，重
建图像的峰值信噪比为１８７１，相对误差为００８８３，当噪
声的方差增加到 ２２５时，重建图像的峰值信噪比为
１８４２，相对误差为００９１３．表明本文的重建算法对Ｋ空
间数据数据中的Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声不敏感．

表１ 对含不同方差噪声的数据重建结果比较

方差（σ２）峰值信噪比（ＰＳＮＲ） 相对误差（ＲｅｌａｔｉｖｅＥｒｒｏｒ） 时间（ｓ）

０．０１ １８．７１ ０．０８８３ ２７．４２
０．２５ １８．６８ ０．０８８６ ２６．４０
１．００ １８．５６ ０．０８９６ ２６．３４
２．２５ １８．４２ ０．０９１３ ２６．５４

３．３ 算法对初值的依赖性分析

在３１和３２部分，实验中的初值的选取和部分 Ｋ
空间数据 ｂ相关，使得初值的选择具有自适应性．本小
节将就算法对初值的依赖性进行分析．为此，我们设计
如下的实验：部分Ｋ空间数据 ｂ与３１和３２部分的实
验相同，取初值 ｘ０分别为零矩阵和单位矩阵用本文算
法进行重建，得到的ＭＲ图像如图３（ｂ）、（ｃ）所示．重建
图像３（ｄ）时初值的选择方法同３１和３２部分，我们称
之为自适应法．为便于进行视觉上的比较，我们仍将全
部Ｋ空间数据重建得到的 ＭＲ图像放在这里，如图 ３
（ａ）所示．

为对不同初值条件下重建结果做进一步的定量分

析，我们分别记录下初值取零矩阵、单位矩阵和自适应

选取三种条件下重建图像的峰值信噪比，相对误差和

重建时间，如表２所示．由表２可见，三种不同初值所重
建得到的ＭＲ图像的峰值信噪比均约为１８７，部分数据
重建图像与全部数据重建图像的相对误差均约为

００８８，程序运行时间也没有显著差异．表明本文所提算

法对初值的选取没有显著的依赖性．同时，实验结果还
表明采取自适应选取初值的方法重建图像的质量均优

于另外两种初值条件下的重建图像．
表２ 不同初值条件下重建结果比较

初值（ｘ０） 峰值信噪比（ＰＳＮＲ）相对误差（ＲｅｌａｔｉｖｅＥｒｒｏｒ）时间（ｓ）

零矩阵 １８．７０８ ０．０８８３ ２６．０３
单位矩阵 １８．７０４ ０．０８８４ ２６．９１
自适应选择 １８．７１４ ０．０８８２ ２７．３９

４ 结论

本文针对当前 ＣＳＭＲＩ重建模型优化求解的困难，
在对目前国际上最新的迭代算法进行分析研究的基础

上，将基于迫近算子的向前向后分裂算法用于求解ＣＳ
ＭＲＩ重建模型，给出了一个 ＭＲ快速重建迭代算法，该
算法的运行速度显著提高，并且可由极少量 Ｋ空间数
据重建出高质量的 ＭＲ图像．文中的实验表明，本文所
提算法对Ｋ空间数据中的Ｇａｕｓｓｉａｎ噪声不敏感，算法对
迭代初值也没有显著的依赖性．将 ＣＳ理论用于医学磁
共振快速成像还面临着许多技术难题，本文作者期望

将基于迫近算子的算法用于对真实ＭＲ数据快速重建，
为压缩感知理论早日应用于医学磁共振快速成像提供

稳健高效的算法支持．
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