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  摘  要:  本文利用特殊四阶时间平均多矩谱对任意均值乘性噪声与任意均值加性噪声共存,并且乘性噪声之间

相关、乘性噪声与加性噪声之间相互独立的噪声背景下的三次非线性耦合进行了分析,该方法能够有效地估计出观测

信号中参于三次非线性耦合的频率和耦合产生的频率. 并且该方法无需限制乘性噪声与加性噪声的颜色和分布. 最

后,文中把此方法拓广到二维, 用此二维四阶时间平均多矩谱方法分析了二维三次非线性耦合问题,同样取得了良好

的效果.仿真实验验证了文中结论.
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Abstract:  A special fourth2order time2average moment spectrum approach is proposed for estimating cubic nonlinear coupling.

It can be applied to obtain the coupled and coupling frequencies in mutually correlative any mean multiplicative noise which is inde2
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1  引言

  在通信、微波、水声、和地球物理等领域中, 乘性噪声普遍

存在,乘性噪声中的非线性耦合谐波分析近年来受到广泛关

注.非线性耦合是一种非线性现象, 当谐波信号通过非线性系

统时,系统的输出除了包含原频率分量外, 还产生了新的频率

分量,这一现象可用来识别系统的非线性.

Hasselman[ 1] , Kim和 Powers[ 2] , Nikias和 Raghuveer[3] , 提出

的双谱方法, Swami和 Mendel[4] , Parthasarathy[ 5] , Zhang [6]提出

的累积量方法是分析加性噪声中二次非线性耦合的有效方

法.而对于乘性噪声背景, 循环统计量是分析非线性耦合的有

力工具. G T Zhou 和G B Giannakis [ 7]提出了一种分析非零均值

乘性噪声中二次耦合谐波的多谱方法, Wang[ 8]则分析了零均

值乘性噪声中的二次耦合及非零均值乘性噪声三次非线性耦

合.文献[ 7, 8]都是基于乘性噪声之间相互独立, 并且噪声必

须满足可混条件的假设,而在实际环境中, 噪声独立往往难以

得到检验和保证,噪声的相关性不容忽视. 徐景[ 9]对于非零均

值乘法噪声相关,乘法噪声和零均值加法噪声也相关的噪声

背景,分析了二次非线性相位耦合问题, 取得了满意的结果.

以上研究成果表明, 目前关于非线性耦合的研究多集中

于二次非线性耦合, 而三次非线性耦合的分析在很多领域中

有重要意义, 特别是在通信领域, 如均衡器、有线电视、MES2

FET放大器的畸变分析中 ,需要处理大量的三次非线性现象.

但是, 作为三次非线性的直接表现形式的三次非线性耦合却

一直没有得到深入的研究. 这主要是由于分析理论和分析方

法的局限.

本文提出了特殊四阶时间平均多矩谱方法,在任意均值

(这里的任意均值指零均值和非零均值)乘性噪声和任意均值

加性噪声共存背景下, 成功地解决了乘性噪声相关、乘性噪声

与加性噪声相互独立的噪声背景下的三次非线性耦合问题.

在全部噪声独立时, 与Wang[ 8]的算法比较, 本算法只需进行

一维傅里叶变换和一维的谱峰搜索,算法更简单、快捷.

自从 V GAlekseev[ 10]在高斯场中定义了二维循环平稳过

程以来, 二维循环统计量方法越来越受到广泛的关注.

Wang[ 11]分析了加性噪声背景下二维平稳信号中谐波的二次

耦合Wang[ 12]分析了乘性噪声中 ,二维谐波的二次耦合问题.

但文献[ 12]的算法仅适用于乘性噪声之间相互独立的噪声背

景.
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  本文也利用二维循环平稳理论 ,将上文提出的特殊四阶

时间平均多矩谱方法, 拓广至二维情形,仿真实验证明, 用此

二维四阶时间平均多矩谱方法分析以上噪声背景下的二维三

次非线性耦合也是一种非常有效的方法.

2  随机过程的可混与互可混

  为了描述噪声之间的相关性, 这里给出可混和互可混的

概念[9] .首先给出自累积量和互累积量的定义 .

设s( t) = {s0( t) , , , sL( t ) }是一个平稳随机过程, 则 s( t )

随机过程的 k+ 1 阶互累积量为:

C( p )
s
l
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, s

l
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, , , s
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k+ 1

(S) > cum{s ( p0)l
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其中, k 为正整数, p = ( p0 , p1 , , , pk ) , pi= 1或- 1

s ( 1) ( t) > s( t)

s ( - 1) ( t) > s* ( t) ,

l1 , l2, , , lk+ 1= 0, 1, , , L.  S= (S1 , , , Sk )

当 sl
1
( t) = s( t ) , sl

2
( t) = s( t) , , , sl

k+ 1
( t) = s( t )时, 式( 1)可

化为:

C( p )
( k+ 1) s(S) = cum{s ( p0) ( t ) , s ( p1) ( t+ S1) , , , s( pk) ( t+ Sk) }

(2)

式(2)称为随机过程s( t )的 k+ 1阶自累积量.

 若随机过程s( t )的自累积量绝对可和, 则称随机过程s

( t)是可混的[ 9] ,即满足

E
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| C( p)
( k+ 1) s( t ; S) | < ] (3)

定义 1 随机过程的互可混  若随机过程 s( t)的自累积

量和互累积量都绝对可和,则称随机过程 s( t)是互可混的.即

同时满足式(3)和下式:

E
]

S
1
, , , S

k
= - ]

sup
m, n

| C( p )
s
l
1
, s

l
2
, , , s

l
k+ 1

( t; S) | < ] (4)

其中, l1, l2 , , , lk+ 1= 0, 1, , , L.

性质 1  若离散随机过程集合{s l( t) }
L
l= 0 , 其各个元素满

足可混的条件且相互之间独立, 那么该集合的元素又是互可

混的.

在研究乘性噪声背景下的谐波恢复时, 若假设噪声满足

自可混和相互独立这两个条件,由性质 1 可得出如下结论:满

足自可混和相互独立的噪声必定是互可混的;反之满足互可

混的噪声不一定是相互独立的.

考虑观测信号 x( t )模型为

x( t) = E
L

l= 1

sl ( t) e
j( X

l
t+ U

l
) + v( t) (5)

其中, t= 0, 1, , , T- 1, L 代表信号个数, sl ( t)为乘性噪声, v

( t)为加性噪声.

对模型作如下假设:

(1) Xcl ( s)是互不相等的确定性常数. Xl I ( 0, 2P / 3) , l =

1, , , L.

(2) <c ls为确定性常数, <l I ( - P , P] .

(3)乘性噪声 wl( t )cs和加性噪声v( t)是任意均值的平稳

随机过程. 乘性噪声 wl ( t)cs之间相关, wl( t)cs与v( t )相互独

立.

(4)乘性噪声与加性噪声是互可混的, 满足式 ( 3)和式

(4) .

为便于分析问题, 对上述信号的观测模型作如下变形,

x( t )= E
L

l= 0

sl( t) e
jX
l
t (6)

其中 sl ( t) = E
L

l= 0

wl( t) e
jU
l , l = 1, , , L, s0( t )= v( t) , X0= 0.

3  任意均值相关乘性噪音背景下的一维三次非线

性耦合谐波频率估计

  如果存在整数( l1 , l2, l3, l4) I [ 1, L]使 Xl
1
+ Xl

2
+ Xl

3
=

Xl
4
, 则模型式( 5)中出现三次频率耦合, 当式(5)中乘性噪声

Xl ( t)cs具有非零均值, 且乘性噪声相互独立时, Wang[ 8]提出

如果 Xl
1
+ Xl

2
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3
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4
mod ( 2P) 仅当 l1 X l2 X l 3 X l4 时成

立, 且对任意( l i, l j) I [1, L] , Xl
i
+ Xl

j
X 0, 三次耦合频率可由

傅里叶级数多谱求得
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L
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4
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其中, ml= E [ wl ( t ) ] 为乘性噪声均值. D(# ) 表示 Kronecker

delta 函数

D( K) =
1, K= 0 mod (2P )

0,   others

若乘性噪声均值为零, 即 ml= ms
l
= E[ wl ( t) ] = 0, 则式

(7)为零, 不能用式( 7)估计出信号的频率,Wang[ 8]的方法失

效.

本文提出了一种特殊的四阶时间平均多矩谱方法,能够

有效地估计出满足模型(5)全部假设条件信号中的三次非线

性耦合谐波频率.

定义 2  定义 x( t )的特殊的四阶时间平均矩为

�m 4, x( S) > lim
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x
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定义 3  定义 x( t)对应式(8)的特殊四阶时间平均多矩

谱为

�M4, x( K) > lim
T y ]

1
T E
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S= 0
�m 4, x( S) e

- jKS
(9)

定理 1  对于式(5)中的 x( t) , 在不存在二次非线性耦合

的情况下, 对应式(8)的特殊四阶时间平均多矩谱为
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L
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+ [ E
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由定理 1,相关乘性噪声中的三次非线性耦合谐波频率

可由式( 10)的特殊四阶时间平均多矩谱 �M4, y ( K)估计得到,

当三次非线性耦合 Xl
1
+ Xl

2
+ Xl

3
= Xl

4
仅在 l1 X l 2X l3 X l4 时

成立, �M4, y (K)在( Xl
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2
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1
+ Xl

3
) , ( Xl

2
+ Xl

3
)及零频率

点处出现四个谱峰, 经谱峰搜索可计算出参与耦合的频率

Xl
1
、Xl

2
、Xl

3
及耦合产生的频率 Xl

4
.这种方法不需考虑噪声的

颜色和分布.

4  二维三次非线性耦合谐波频率估计

  以上的一维四阶时间平均多矩谱方法可以被拓广到二

维,其中利用了文[13]所定义的互可混概念. 定义二维谐波信

号的观测模型为

x( m, n)= E
L

l= 1

wl ( m, n) ej ( X1lm+ X
2l
n + <

l
)+ v( m, n) (11)

其中, m , n 代表二维时间坐标, m= 0, 1, , , T1 - 1, n = 0, 1,

, , T2- 1. L 代表信号个数, ( X1l , X2l )代表第 l 个信号频率

对, <l 代表第 l 个信号相位. wl ( m, n)为乘性噪声, v( m, n)为

加性噪声.

对模型作如下假设:

(A1)各频率对是互不相等的确定性常数.

Xkl I (0, 2P/ 3) , k= 1, 2; l= 1, , , L.

(A2) <c ls为确定性常数, <l I ( - P, P ] .

(A3)乘性噪声 w( m, n)cs和加性噪声 v( m, n)是任意均

值的二维平稳随机过程, 乘性噪声 w ( m , n)cs 之间相关, w

( m, n)c s与v( m, n)相互独立.

(A4)噪声是互可混的.

定义 4 令 x ( m, n)的特殊四阶时间平均矩为
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其中, S= ( 0, S, S ) , N= (0, N,N) .

定义 5 定义 x ( m, n)对应式( 12)的特殊四阶时间平均

多矩谱为
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定理 2 在 x ( m, n)中不存在二次非线性耦合时, 与式

( 12)对应的特殊四阶时间平均多矩谱为
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由定理 2,相关乘性噪声中二维三次非线性耦合谐波频

率可由式( 14) x( m, n)的特殊四阶时间平均多矩谱 �M4x ( A, B)

估计得到, 当三次非线性耦合 X1 l
4
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1
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索可计算出参与耦合的频率 ( X1l
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由文献[ 14]知, 式(14)的估计子为

�M
^

4x ( A, B)=
1

T2
1T

2
2
E
T
1
- 1

S= 0
E
T
2
- 1

N= 0
E
T
1
- 1

m= 0
E
T
2
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E{( x* ( m, n) ) 2

# x* ( m+ S, n+ N) x( m+ S, n+ N) } e- jASe- jBN

(15)

5  仿真实验

511 用式( 10)分析一维三次非线性耦合

设观测信号中含有四个谐波成分, L= 4, 频率分别为 X1

= 0112, X2= 01 27, X3= 0145, X4= 0184,相位分别为 <1= 0115,

<2= 01 2, <3= 016, <4= 014. 乘性噪声相关, 乘性噪声和加性噪

声之间独立. 下面分别对不同的噪声背景下的三次非线性耦

合进行分析.

实验一:乘性噪声和加性噪声均为零均值, 用定理 1 的式

(10)估计三次非线性耦合谐波频率,噪声由下列系统产生:

w1( t)= e( t ) - 015e( t - 1) - 015e( t - 2)

w2( t)= e( t ) - 013e( t - 1) - 017e( t - 2)

w3( t)= e( t ) - 0135e( t - 1) - 0165e( t- 2)

w4( t)= e( t ) - 0155e( t - 1) - 0145e( t- 2)

v( t)= e1( t ) - 014e1( t - 1) - 016e1( t - 2)

E[ wl( t ) ] = 0, l= 1, 2, 3, 4, E[ v( t) ] = 0.

(1) e( t )、e1 ( t )为 iid 指数分布的白噪声, E ( e) = 1, E

( e1) = 11 1.用本文提出的特殊四阶时间平均多矩谱式(10)估

计三次非线性耦合的实验结果如图 1( a )所示. 实验数据长度

为 2048.

在图 1( a )中有四个谱峰, 零频率点处的谱峰是加性噪

声. 当存在三次非线性耦合 Xl
1
+ Xl

2
+ Xl

3
= Xl

4
且 l1 X l2 X l 3

X l4时, 在( Xl
1
+ Xl

2
) , ( Xl

1
+ Xl

3
) , ( Xl

2
+ Xl

3
)处出现三个谱

峰,进行谱峰搜索, 得三个谱峰处的频率分别为 013923,

015731和017233. 由此可求出参与三次非线性耦合的频率分
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图 1  式( 10)的特殊四阶时间平均多矩谱和Wang式( 7)估计三次非线性耦合

别为 011211, 01 2713和 01 4521, 耦合频率为 018444.

在所有假设条件同上的情况下, 用Wang[ 8]的方

法对三次非线性耦合进行分析, 实验结果如图 1

( b) ,可见Wang 的方法失效.

(2) e( t)和 e1 ( t )为高斯白噪声, E ( e) = 0, E

( e1) = 0, R2
e= 1, R2

e
1
= 112,其它假设条件同 A. 实验

数据长度为 2048. 本文的特殊时间平均多矩谱式

( 10)实验结果如图 1( c)所示.经谱峰搜索及计算所

得出的参与耦合的谐波频率及耦合产生的频率与实

验 A完全相同.

另外,在乘性噪声为零均值, 加性噪声为非零均值;乘性

噪声为非零均值,加性噪声为零均值;以及乘性噪声和加性噪

声均为非零均值,且噪声具有不同分布时, 我们也做了大量仿

真实验, 可以证明本文的算法有效. 限于篇幅,这里不给出全

部的实验结果了.

512  用式( 15)分析二维三次非线性耦合

设满足模型式(11)的观测信号中含有四个谐波成分, L=

4,频率分别为( X11 , X21 ) = ( 01 12, 0135) , ( X12, X22 ) = ( 0145,

0167) , ( X13, X23) = ( 0187, 0116) , ( X14, X24 ) = ( 1144, 1118) , 其

中第四个频率是由其它三个频率耦合产生的, 满足 X11+ X12
+ X13= X14和 X21+ X22 + X23= X24关系. 相位分别为 <1=

0115, <2= 01 2, <3= 016, <4= 014.乘性噪声和加性噪声均为有

色噪声, 乘性噪声之间相关, 乘性噪声和加性噪声之间独立,

所有实验的数据长度均为 256@256. 由于量化产生的误差为:

P / 256= 0101227.

实验二:乘性噪声和加性噪声均是零均值 ,用定理 2 的式

( 15)估计三次非线性耦合谐波频率乘性噪声和加性噪声由下

列系统产生:

w1( m, n) = e( m, n) - 015e( m- 1, n) - 015e ( m- 2, n)

w2( m, n) = e( m, n) - 013e( m- 1, n) - 017e ( m- 2, n)

w3( m, n) = e( m, n) - 0135e ( m- 1, n) - 01 65e( m- 2, n)

w4( m, n) = e( m, n) - 0155e ( m- 1, n) - 01 45e( m- 2, n)

v( m, n) = e1 ( m, n) - 014e1 ( m- 1, n) - 01 6e1 ( m- 2, n)

E[ wl( m, n) ] = 0, E[ v( m, n) ] = 0.

图 2  式( 15)的特殊四阶时间平均多矩谱,

E[ wl( m, n ) ] = 0, E [ v( m, n) ] = 0

( 1) e ( m, n)和 e 1( m, n)为高斯白噪声, E ( e ) = 0, R2
e=

1, E( e1) = 0, R2e
1
= 1. 用本文提出的特殊四阶时间平均多矩谱

式(15)估计三次非线性耦合的实验结果如图 2( a )所示.

(2) e( m , n)和 e1( m, n )为 iid 指数分布的白噪声, E( e )

= 1, E( e 1)= 111.实验结果如图 2( b)所示.

图 2 的实验结果表明, 信号的特殊四阶时间平均多矩谱

有四个谱峰, 零频率点处的谱峰是加性噪声. 其它三个谱峰说

明观测信号中存在三次非线性耦合, 经谱峰搜索,得 ( a ) , ( b)

中的三个谱峰处的频率均为 ( 01 5745, 110268) , ( 113324,

018434) , (11 0024, 015256) , 由此可求出参与耦合的三个频率

为(018802, 011711) , (011223, 013545) , (01 4523, 016723) . 耦合

频率为( 11 4547, 11 1979) .此实验证明了用文中提出的特殊四

阶时间平均多矩谱能有效地检测出二维三次非线性耦合, 并

能估计出参与耦合的频率和耦合产生的频率. 实验也证明本

算法不受噪声的颜色和分布限制.

6  结论

  本文讨论了任意均值乘性噪声和任意均值加性噪声共

存, 且乘性噪声之间相关、乘性噪声和加性噪声之间独立这种

复杂噪声背景下的三次非线性耦合问题. 利用互可混的概念

来描述多个噪声之间的关系, 互可混概念弱化了噪声的约束

条件, 保证乘性噪声相关条件下仍可对三次非线性耦合问题

进行分析. 仿真实验证明了方法的正确性.并且,这种方法不

必考虑噪声的分布和颜色. 另外, 文中将此方法拓广到二维,

用二维四阶时间平均多矩谱分析了二维三次非线性耦合, 取

得了满意的结果.
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