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� � 摘 � 要: � 本文采用新的时间像差定义, 考察了 � Tau变分法 研究电子光学成像系统的时间像差理论. 本文表

明, � Tau变分法 所给出的以微分方程形式表示的几何时间像差系数, 亦可获得积分形式的表示式, 证明了 �直接积分
法 与 � Tau变分法  这两条途径殊途同归.
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Abstract: � By the use of a novel defin ition of tem po ral aberrations, the temporal aberration theory o f electron

optical im ag ing system w as again investigated by the � T au�V ariationM ethod . R esu lts show that the expressions

in integral form can also be obtained by the � T au�V ariationM ethod w h ich usually needs to solve the differential

equations for the three of geom etrical tem poral aberration coeff icients of second order. It also p roves that the � D i�
rect IntegralM ethod and � T au�V ariationM ethod reach the sam e goal by differentw ays.
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1� 引言

� � 1980年, M onastyrsk iM. A.和 Schelev M. Y a首先提出

� t 变分法  [ 3]
探讨电子光学成像系统的时间像差理论,其

核心是以变分方法考察电子光学成像系统的时间像差,该

文以轴向初能量 �z 1 = 0的电子作为基准给出了计算电子

光学成像系统一级和二级时间像差系数的途径,但导得的

几何时间像差系数的表示式涉及微分方程的求解. 文献

[ 3]的工作使得有可能在高速摄影变像管和条纹管的设计

与计算中考虑二级时间像差项对时间分辨率的影响.

本文的目的是由所给出的时间像差定义
[ 1, 2]
进一步考

察 t 变分法
[ 3]
研究电子光学成像系统的时间像差理论,并

证明由变分法出发亦可获得以积分形式表示的二级几何

时间像差系数表达式.

2� 时间像差的定义 [ 1]

� � 文献 [ 1]给出的时间像差的定义如下:

� � � �t = t ( z, �1/2
r , �1/2

z , r 0 ) - t
*

( z, �1/2
z 1 )

= �T ( z, �1/2
z , �1/2

z 1 ) + �t ( z, �1/2
r , �1 /2

z , r0 )

= �T + � t ( 1)

这里, t、t
*
分别表示由光阴极发射的实际电子轨迹和近轴

电子轨迹所经历的时间. �z, �r 分别为电子从光阴极发射

时的轴向初能量和径向初能量, �z1为作为比较基准的近轴

电子轨迹的轴向初能.取圆柱坐标系 ( z, r ),轴向坐标 z自

阴极面 z0 = 0算起, r0为电子出射的径向初始矢量.

按式 ( 1)的定义,总的时间像差可分为近轴时间像差

(或称时间色差 )和几何时间像差两部分. 近轴时间像差

�T可表为:
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�T = t
*

( z, �1/2

z ) - t
*

( z, �1 /2

z1 ) = a 2 (�1/2

z - �1/2

z 1 ) +A 22 ( �z - �z1 )

( 2)

几何时间像差 �t可表为:

� � � � � �t = t( z, �1/2

r , �1 /2

z , r0 ) - t
*

( z, �1/2

z )

= A11�r + 2A13�
1 /2

r r 0 +A 33 r
2

0 ( 3)

式 ( 2)表明,近轴时间像差 �T乃是 �z 与 �z1两条不同的近

轴轨迹在同一轴向位置 z处的时间差异.式 ( 3 )表明,几何

时间像差 �t乃是在相同的 �z 下实际轨迹与近轴轨迹在同

一轴向位置 z处的时间差异.

于是,由式 ( 1),总的时间像差可表为:

� � � � �t= a 2 ( �1 /2

z - �1 /2

z 1 ) +A 22 ( �z - �z1 ) + A11�r

+ 2A13�
1 /2

r r 0 +A 33 r
2

0 ( 4)

这里 a 2为一级近轴时间像差系数, A22为二级近轴时

间像差系数; A 11为二级几何时间球差系数、A33为二级几何

时间畸变系数, A13为二级几何时间场曲系数.

3� t变分法求时间像差系数的理论

� � 如图 1所示,电子自阴极平面M 0点发射的初始位置

矢量为 r 0,方向角为  0,初始电子的逸出角为 !0,方位角为

∀0,电子逸出的初速度为 v0, v0 =
2e

m 0

�0, �
1 /2
z = �1/2

0 co s!0,

�1 /2

r = �1/2

0 sin!0.

图 1� 电子自阴极面发射的初始状态

如所周知,电子在轴对称静电场中的运动由 Lorentz

方程描述:

!r =
e

m 0

#∃
#r

!z=
e

m 0

#∃
#z

( 5)

这里, ∃= ∃( z, r )为空间电位分布,将位置矢量 r以复数形

式表示, r = x + iy.空间电位分布便可表为

∃( z, r ) = % ( z ) -
r∀ r

*

4
%#( z ) +

( r ∀ r
*

)
2

64
%IV

( z ) - ∃ ( 6)

式中 % = % ( z )为轴上电位分布, %#= %#( z ) , %IV
= %IV

( z )分

别为轴上电位分布的二阶和四阶导数.

求解式 ( 5)的初条件为

r( 0) = r 0e
i 0 � �r ( 0) =

2e
m 0

�1 /2

r e
i∀0,  0 = argr ( 0);

z ( 0) = 0, �z ( 0) =
2e
m 0

�1 /2

z

( 7)

于是,式 ( 5)的解可表为

r = r ( t, �1/2

r , �1/2

z , r 0 )

z = z ( t, �1/2

r , �1/2

z , r 0 )
( 8)

如果已知电位分布 ∃的同时,给出了参量 �1/2

r , �1 /2

z , r 0

值,则在时间 t的任一时刻唯一地确定了带电粒子的轨迹.

参量 �1 /2
r , �1/2

z , r 0在我们考察的情况下被认为是一级小量.

由函数 t= t ( z1, �
1/2

r , �1 /2

z , r0 )的定义,可得对任一固定

的 z1 > 0:

z [ t ( z1, �
1 /2
r , �1 /2

z , r 0 ) , �
1 /2
r , �1/2

z , r 0 ] = z1 ( 9)

此式对于所有参量 �1 /2
r , �1/2

z , r 0值都是成立的.由于 z1 坐

标的任意性,故下标 1我们有时便略去.

由于 t变分法并不为从事电子光学工作者所熟悉, 故

这里较为详细介绍其在求解时间像差表达式中的各阶像

差系数中的应用.

现引入矢量符号 !( !1 = �1 /2

r , !2 = �1 /2

z , !3 = r0 ) ,将式

( 8)简写为如下形式:

z [ t( z1, !) , !] = z1 ( 10)

将式 ( 10)对 !i, !j进行微分,可得:

dz
d !i

=
#z
#t
#t
#!i

+
#z
#!i

= �zt!i
+ z!i

= 0 ( 11)

d
d !j

[ �zt!i
+ z!i

] = ( !zt!j
+ �z!j

) t!i
+ �z!i!j

+ �z!i
t!j

+ z!i !j

= 0 ( 12)

在式 ( 12)的推导中我们应用了关系式 �z #
#t

#t
#!i

t!j
= 0.

由式 ( 11)、( 12)可解得

t!i
= -

z!i

�z
( 13)

t!i!j
= -

!z
�z3 z!i

z!j
+

z!i
�z!j

+ �z!i
z!j

�z2 -
z!i !j

�z
( 14)

由式 ( 4)可得 a 2 =
#t
#!2

= t!2
( 15)

A ij =
1
2
#2

t
#!i !j

=
1
2

t!i!j
( 16)

式中 ( i, j ) = ( 1, 1), ( 1, 3 ), ( 3, 3), ( 2, 2 ).

这样,求时间像差系数 a 2, A i j实际归结于计算式 ( 13 )

( 14)的右端项.我们现在就对它进行分析.

由电子运动方程式 ( 5)的第一式,利用关系式 ( 6) ,取

其一阶项,可以得到

!z-
e

m 0

#∃
#z

= !z-
e

m 0

%%= 0 ( 17)

于是

#
#!i

[ !z-
e

m 0

%%] =
#
#!i

( !z ) -
e

m 0

d%%
dz

#z
#!i

= 0 ( 18)

此即一阶偏导数 (变分 )的方程,它具有如下形式:

T
( t )

[ z!i
] = !z!i

-
e

m 0

%#z!i
= 0, i= 1, 2, 3 ( 19)

这里, T
( t )
为二阶微分算符,它与时间 t相关. T

( t )
可表为
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T
( t )

=
d

2

dt
2 -

e

m 0

%# ( 20)

同样,求二阶偏导数 (变分 )方程时, 需要考虑式 ( 6)

的二阶项,则有

!z-
e

m 0

#∃
#z

= !z-
e

m 0

%%+ e
m 0

r∀ r
*

4
%�( z ) = 0 ( 21)

于是

#
#!i

!z-
e

m 0

%%+
e

m 0

r∀ r
*

4
%�( z ) =

#
#!i

( !z ) -
e

m 0

d%%
dz

#z
#!i

+
1
4

e
m 0

%�( r
* ∀ r!i

+ r ∀ r
*

!i
) = 0

即 !z!i
-

e
m 0

%#z!i
+

1
4

e
m 0

%�( r* ∀ r!i
+ r∀ r

*

!i
) = 0 ( 22)

再对上述方程求偏导数

!z!i!j
-

e
m 0

%#z!i !j -
e

m 0

%�z!i z!j +
1
4

e
m 0

%�( r!i
r!

*
j + r

*

!i
r!j )

= 0

因此

T
( t )

[ z!i, !j
] = !z!i!j

-
e

m0

%#z!i!j

=
e

m0

%� z!i
z!j

-
1

4
( r!i

r
*

!j
+ r

*

!i
r!j

) ( 23)

这里,电子轨迹 r = r ( z )应满足轴对称电子光学成像系统

的近轴轨迹方程:

%* ( z ) r #+
1

2
%%( z ) r%+

1

4
%#( z ) r = 0 ( 24)

式中, %* ( z ) = % ( z ) + �z .式 ( 24)的通解可表为

r ( z ) = r 0w ( z ) +
m 0

2e
�r 0v ( z ) ( 25)

这里,特解 v = v ( z ) , w = w ( z )满足如下初条件
[ 4]

:

v ( z0 = 0) = 0, � v %( z0 = 0) =
1

�z

v ( z0 = 0) = 1, � w %( z0 = 0) = 0

( 26)

现利用能量关系式:

m 0

2
z
∀ 2

= e%* ( 27)

将式 ( 19)的 T
( t )

[ z!i
]中的 !z!i

展开为

� � � � !z!i
=

d
2

dt
2 ( z!i

) =
d

dz

d z!i

dz
dz
d t

dz

dt

=
2e

m 0

%*

d
2

d z
2 ( z!i

) +
d
dz

( z!i
)

e
m 0

%% ( 28)

将它代入式 ( 19) ,可得

%*

d
2

dz
2 ( z!i

) +
1

2
%%

d

dz
( z!i

) -
1

2
% #z!i

= 0 ( 29)

令 T
( z )
表示二阶线性微分算符

T
( z )

= %*
d

2

dz
2 +

1
2
%%d

dz
-

1
2
%# ( 30)

于是有 T
( z)

[ z!i
] = 0 ( 31)

同样,可将式 ( 23)的 T
( t )

[ z!i!j
]中的 !z!i!j

展开为

!z!i !j
=

d

dt
2 ( z!i !j

) =
2e

m 0

%*

d2

dz
2 ( z!i !j

) +
1

2
%%

d

dz
( z!i!j

)

( 32)

故有

!z!i !j
-

e

m 0

%#z!i !j

=
2e

m 0

%*

d
2

dz
2 ( z!i!j

) +
1
2
%%d

dz
( z!i!j

) -
1
2
%%d

dz
( z!i!j

)

=
2e
m 0

T
( z )

( z!i!j
) ( 33)

故由式 ( 23)可得

� T ( z ) ( z!i!j
) =

1
2
%� z!i!j

-
1
4

( r!i
r
*

!j
+ r

*

!i
r!j

) ( 34)

4� 一级近轴时间像差系数的求解

� � 现在我们求齐次方程 ( 31) T
( z )

[ z!i
] = 0在 ( i = 1, 2,

3)的解.如文献 [ 1]所述, �1/2
r 和 r 0并不引入近轴运动方程

中,故 z!i
= 0, � i = 1, 3 ( 35)

因之,由式 ( 13) , t!i
= 0, i = 1, 3,于是 a 1 = 0, a 3 = 0.故像差

公式中不出现 a 1、a 3系数项.

对 i = 2,则 !2 = �1 /2

z .不难证明,满足条件 �z ( 0) =
2e

m 0

�1 /2

z 下方程 ( 31)的解为

z!2
=

2

%%0
%* ( 36)

其初条件可表为

z!2
z = 0 =

2 �z

%%0
, � �z!2

z = 0 =
2e
m 0

( 37)

这里 %%0 = %%( 0)乃是阴极面中心的电位梯度,令 Ec = -

%%0为阴极面中心的场强,取负值.由式 ( 13)一级近轴时间

像差系数或称一级时间色差系数可表为:

� � a 2 = t!2
=
#t
#!2

=
#z
#!2

1
dz

d t

=
- z!2

�z
=

-
2
%%0

%*

2e
m 0

%*

= -
1
%%0

2m 0

e
=

1
Ec

2m 0

e
( 38)

式 ( 38)表明系数 a 2将取负值,其物理意义是:具有某

一轴向初速 �1 /2

z & 0的带电粒子到达 z1位置的时间较另一

轴向初速 �1/2

z1 = 0的带电粒子要短一些.式 ( 38)与文献 [ 5,

6]中获得的阴极透镜时间渡越弥散公式相一致.

5� 二级几何时间像差系数的求解

� � 现在我们转到分析具有二级变分值的方程 ( 34)的右

端项, r
( z )

!i
值按初始条件 ( 7)及特解 ( 25),便有
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r
( z )

!i
=

vei∀0,

0� ,

we i 0,

� �
i = 1

i = 2

i = 3

( 39)

利用式 ( 39)及式 ( 35) ( 36 )所有可能的组合 ,便可将式 ( 34)

写成三阶矩阵的形式 :

F =

-
1

4
%�v 2

0 -
1
4
%�vw cos(  0 - ∀0 )

0
2

%%2
0

%�%* 0

-
1
4
%�vw cos( 0 - ∀0 ) 0 -

1
4
%�w 2

( 40)

由于式 ( 7)的初条件对于 �1/2
r , �1 /2

z , r 0的线性关系,故

变分形式的方程的初始条件都等于零,对于 ( i, j) = ( 1, 3)

情况: z!i!j
z = 0 = 0, � �z!i !j

z = 0 = 0 ( 41)

由式 ( 34)与式 ( 40),便可得函数 z!1!3
满足方程

T
( z )

[ z!1 !3
] = -

1
4
%�vw cos(  0 - ∀0 ) ( 42)

应用罗彼得法则,得初条件

z!1 !3
z = 0 = 0, z%!1 !3

z = 0 = 0 ( 43)

将下列的关系式:

d
dz

[ v %w %%* +
1
4
%#vw ] =

1
4
%�vw ( 44)

d

dz
[ %* z%!1 !3

-
1

2
%%!1 !3

] = %* z#!1!3
+

1

2
%%z%!1!3

-
1
2
%#z!1!3

= T
( z )

[ z!1 !3
]

( 45)

置换式 ( 42 )的两端,并进行积分,

� %* z%!1!3
-

1
2
%%z!1!3

= - cos(  0 - ∀0 ) ( v%w %%*

+
1
4
%#vw ) + C 1

由式 ( 43)的初条件及特解初条件 ( 26) ,可得C 1 = 0.于是

%* z%!1!3
-

1

2
%%z!1!3

= - cos(  0 - ∀0 ) (v%w %%* +
1

4
%#vw )

( 46)

引入线性微分算符:

R
( z )

= %*
d
dz

-
1
2
%% ( 47)

可将方程 ( 46)表达成以下形式:

� R
( z )

[ z!1!3
] = - ( v%w %%* +

1
4
%#vw ) co s(  0 - ∀0 ) ( 48)

对于 ( i, j) = ( 1, 1 )情况,由式 ( 34)与式 ( 40),便可得函数

z!1!1
满足方程 T

( z)
[ z!1 !1

] = -
1

4
%�v2

( 49)

仿照式 ( 44 ) ( 45)的处理,积分得

%* z%!1!1
-

1

2
%%z!1 !1

= - ( v
%2 %* +

1

4
%#v2

) + C 2

常数 C 2可由特解 v的初条件求得: C 2 = 1.

最后可得 R
( z )

[ z!1 !1
] = - v

%2 %* -
1
4
%#v2

+ 1 ( 50)

对于 ( i, j ) = ( 3, 3)情况,仿照上述,将 v∋w 下标 1∋ 3作

相应的置换,可得

%z%!3 !3
-

1

2
%%z!3!3

= - (w
%2%* +

1

4
%#w 2

) + C 3

常数 C 3可由特解w 的初条件求得: C 3 =
1
4
%#0

R
( z )

[ z!3 !3
] = -w

%2%* -
1
4
%#w 2

+
1
4
%#0 ( 51)

将式 ( 48) 、( 50)、( 51)求得的 z!i!j
代入式 ( 14) ,并考

虑式 ( 35): z!1
= 0, z!3

= 0, �z!1
= 0, �z!3

= 0,则由式 ( 14)可

得时间像差系数 A i j表达式如下:

A ij =
1

2
t!i !j

=
1

2 -
z!i !j

�z
= -

1

4

2m 0

e

z!i!j

%*

( i= 1, j = 3), ( i= 1, j= 1) , ( i = 3, j= 3) � ( 52)

由此可见, 式 ( 52)的 A ij值是通过求解 ( 48)、( 50)、

( 51)的微分方程的 z!i !j
求得.这是比较繁复的.我们现在

把它化为积分形式.

若令 z!i !j
= %* y ij ( z ) ( 53)

则式 ( 48)变形为:

%*

3 /2
y%13 ( z ) = - co s(  0 - ∀0 ) (v %w %%* +

1
4
%#vw ) ( 54)

由此可解得:

� � y 13 ( z) = - (
z

0

1

[ % ( z ) + �z ]
3/2 cos(  0 - ∀0 )

∀ v%w %%* +
1

4
%#vw dz ( 55)

于是,由式 ( 52) ,便得到A 13的积分表示式:

� � A 13 =
1

4

2m 0

e (
z

0

1

[ % ( z ) + �z ]
3/2 co s(  0 - ∀0 )

v %w %%* +
1
4
%#vw dz ( 56)

与此完全类似,利用式 ( 53)的转换,由方程 ( 50 )、( 51 )分

别可解得:

y11 (z) = (
z

0

1

[ % ( z ) + �z ]
3 /2 - ( v

%2 %* +
1
4
%#v 2

) + 1 dz

( 57)

y33 (z) = (
z

0

1

[ % (z ) + �z ]
3/2 - (w

%2%* +
1
4
%#w 2

) +
1
4
%#0 dz

( 58)

于是,由式 ( 52) ,便得到A 11和A33的积分表示式:

A11 =
1

4

2m0

e (
z

0

1

[ %( z ) + �z ]
3/2 (v

%2%* +
1
4
%#v 2

) - 1 dz

( 59)
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� � A33 =
1

4

2m 0

e (
z

0

1

[ % ( z ) + �z ]
3/2

∀ w
%2 %* +

1

4
%#w 2

-
1

4
%#0 dz ( 60)

式 ( 56)、( 59 )和 ( 60)所表示的二级几何时间像差系数表

达式与 �直接积分法  [ 1]
所导出的公式完全一致.

6� 二级近轴时间像差系数的求解
� � 对于 ( i, j) = ( 2, 2)情况,由式 ( 34)与式 ( 40),便可得

函数 z!2!2
满足方程

T
( z)

[ z!2 !2
] =

2

%%2
0

%�%* ( 61)

它在初条件 � z!2 !2
z = 0 = 0, z%!2 !2

z = 0 =
2

%%2
0

%#0

下积分可得

� %* z%!2!2
-

1
2
%%z!2!2

=
2

%%2
0

( %* %#- 1
2
%%2

) + C 4 ( 62)

由初条件得 C 4 = 1

� %* z%!2!2
-

1
2
%%z!2!2

=
2

%%2
0

( %* %#- 1
2
%%2

) + 1 ( 63)

即 R
( z)

[ z!2 !2
] =

2

%%2
0

( %* %#-
1
2
%%2

) + 1 ( 64)

其解便是 z!2!2
,其初始条件应满足式 ( 62) .

由式 ( 14)的 t!i !j
表达式,令 i= 2, j = 2,代入 z!2!2

及

!z=
e

m 0

%%, �z=
2e

m 0

%* , z!2
=

2

%%0
%*

�z!2
=

d
dt

( z!2
) =

dz
d t

d
dz

2
%%0

%* =
2e
m 0

%%
%%0

各式,并利用式 ( 16)的A i j表达式,可以导得

A22 =
1
2

t!2 !2
=

1
2

2m 0

e
%%
%* %

%2
0

-
z!2!2

2 %*

( 65)

若令 z!2 !2
=

2%%
%%2

0

- y 22 ( 66)

代入式 ( 63 ),得到

%*

2%#
%%2

0

- %* y%22 -
1
2

2%%2

%%2
0

+
1
2
%%y 22 =

2

%%2
0

( %* %#-
1
2
%%2

) + 1

由此可得 %* y %22 -
1
2
%%y22 + 1= 0 ( 67)

其解为 y22 (z) =
2

%%
+ 2 %* (

z

0

%#
%* %

%2dz ( 68)

将式 ( 68)代入式 ( 66 ),便可证明 z%!2!2
确实满足式 ( 62) .

我们便可把式 ( 65)写成如下形式:

A 22 =
1

4

2m0

e

1

%*

2
%%

+ 2 %%* (
z

0

%#
%* %

%2dz ( 69)

为了避免 A22的计算当 �z = 0时式 ( 69 )在表面上似乎

趋于无穷大的困难, 文献 [ 1 ]提出了足以精确描述式式

( 69)的如下表示式:

A22 = -
1

4

2m0

e (
1

% ( z )
3 /2d z ( 70)

7� 结束语
� � 本文由时间像差的定义出发,以轴向电子初能为 �z1 ( 0

) �z1 ) �0m ax )作为参考基准,用变分法导出了一级近轴时间

像差公式、二级近轴时间像差系数的积分表达式和以微分

方程形式表示的二级几何时间像差系数表达式.本文推广

了文献 [ 3]的应用范围,并将 t变分法以微分方程形式表示

二级几何时间像差系数表达式转换为积分形式.本文证明,

尽管直接积分法与 t变分法在数学处理上有很大的差异,

但殊途同归,其时间像差系数的表达式实质是完全一致的.
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