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　　摘　要 :　提出一种能有效提高谐波参量测量精度的新算法.该法通过两个采样起点约间隔半个信号周期的采样

数据作加窗傅里叶变换 ,并利用它们将谱泄漏抵消 ,从而有效地改善谐波分析的精度.所提出的方法适用于任何形式

的对称窗函数.理论分析与数值模拟结果均表明 :该算法可显著提高容易被强谐波所掩蔽的弱谐波的谱分析精度从而

提高谱分析的整体测量精度.
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Abstract :　We propose a novel algorithm that can effectively reduce the errors of the harmonic parameters estimates of a period2
ic signal by counteracting the spectral leakage of the windowing FFT of two sampling data sequences ,which stagger about half period.

Proposed algorithm can be applied to any window function with central symmetry. Theory analysis and simulation results show that the

algorithm can significantly improve the precision of harmonic parameter estimates.
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1　引言

　　加窗 FFT已广泛应用于谐波测量.由于实时性的需要或

者信号周期 (基频)的随机漂移 ,采样序列的时窗宽度通常只

有几个周期且采样频率很难取得刚好等于信号基频的整倍数

从而出现所谓不同步采样现象.窄窗及不同步采样的结果将

导致各谐波间出现显著的频谱泄漏现象.它是导致谐波参量

测量误差的主要因素 ,特别是较弱的谐波分量 ,容易受到与之

靠近的强谐波分量的掩蔽而无法测量.对采样数据序列加

窗[1～7 ]是减少谱泄漏的有效手段.但是对于短时平稳信号 (假

定采样序列的时长一定) ,提高测量精度 (减少谱泄漏)与增加

频率分辨率两者是一对不可调和的矛盾 ,要想提高测量精度 ,

通常以牺牲一定的频率分辨率为代价.

本文提出一种新算法 ,该算法利用两段在时间上错开约

半个信号周期、长度相同的采样序列 ,分别对它们作加窗快速

傅里叶变换 (FFT) ,把它们的部分关键的泄漏谱对消 ,从而大

大减少长程谱泄漏对谐波参量反演的影响而不影响频率分辨

率.所提出的这种新算法对于提高弱谐波分量的振幅与相位

的测量精度效果特别明显.由于弱谐波分量的测量精度是制

约整个谐波测量精度提高的瓶颈 ,因此该方法能够非常显著

的提高谐波测量的整体精度.

2　谐波分析中的常用窗函数

211　矩形窗

宽度为 T0的矩形窗表示为 :

w1 ( t) =
1
T0

rect
t

T0
=

1/ T0 ,

0 ,
　

| t/ T0| ≤1/ 2

| t/ T0| > 1/ 2
(1)

其傅里叶变换为 (记 f0 = 1/ T0) :

W1 ( f ) =∫
+ ∞

- ∞
w1 ( t) e - i2πf / f

0
tdt =

sin (πf / f0)

πf / f0
(2)

212　p项余弦窗函数

在谐波分析中 ,一般都使用 p项余弦窗. p项组合余弦窗
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可表示为 (窗宽取为 pT0) [1 ,8 ] :

w ( t) =
1

pT0
rect

t
pT0 ∑

p- 1

l =0

alcos
2πlt
pT0

(5)

其傅里叶变换 W ( f )可表示为 :

W ( f ) = sinc ( pf / f0) a0 + ∑
p- 1

l =1

( - 1) lal ( pf / f0) 2

( pf / f0) 2 - l2 (6)

不难证明它们的主瓣半宽及旁瓣宽度均为 f0 .

213　p阶卷积窗[6 ,9 ,10 ]

设时域窗函数 wp ( t)是宽度为 T0 (信号周期 Ts 的初估

值)的矩形窗的 p重卷积 :

w ( t) = w1 ( t) 3 w1 ( t) 3 ⋯3 w1 ( t) (7)

根据卷积定理 ,其相应的傅里叶变换 Wp ( f )为 :

W ( f ) = [ sinc ( f / f0) ] p =
sin (πf / f0)

πf / f0

p

(8)

以上这些窗函数 ( p项余弦窗和 p阶卷积窗)的时域长度

为 pT0 ,但频域主瓣半宽均为 f0 = 1/ T0 ,且在时域上均为实对

称函数 ,从而保证其在频域上也是实对称函数.

3　周期信号的加窗傅里叶分析

311　周期信号及其傅里叶变换

设最高谐波次数为 M ,周期为 Ts (基频为 fs = 1/ Ts)的周

期信号为 (为使写法简洁 ,假定φ0 = 0) :

　　g ( t) = A0 + ∑
M

m =1

Amcos(2πmf st +φm)

= ∑
M

m =0

Am

2 ej (2πmf
s
t +φ

m
) + e - i (2πmf

s
t +φ

m
) (9)

记 g ( t)的傅里叶变换为 G( f ) ,则有 :

G( f ) = ∑
M

m =0

Am

2
δ( f - mfs) e iφ

m +δ( f + mfs) e - iφ
m (10)

显然 ,周期信号的频谱为线状谱 ,除直流分量外 ,其余各

次谐波均分为正、负频分量 ,大小为谐波幅值的一半 ,φm 为 t

= 0时各谐波的相位 .

312　加窗周期信号及其傅里叶变换

对于中心在 t0 ,时间长度为 pT0 的连续时间信号进行加

窗处理.假定窗函数为实对称 ,记为 w ( t) ,其傅里叶变换记为

W ( f ) ,加窗信号记为 h ( t , t0) :

h ( t , t0) = w ( t - t0) g ( t) = w ( t) g ( t + t0) (11)

根据傅里叶变换位移定理 , g ( t + t0)的傅里叶变换为 :

G( f ) exp ( i2πft0) .再根据傅里叶变换的卷积定理 ,加窗信号

h ( t , t0)的傅里叶变换 H( f , t0)为 :

H( f , t0) =∫
+ ∞

- ∞
W ( f - f′) G( f′) exp ( i2πf′t0) df′

= ∑
M

m =0

Am

2
[ W ( f - mf s) e iΦ

m + W ( f + mf s) e - iΦ
m ] (12)

其中 f s为信号基频 ,Φm 为窗中心 t0处第 m次谐波的相位 :

Φm = 2πmfst0 +φm (13)

式 (12)为加窗周期信号的频谱的一般公式 ,对于任意窗

函数均成立.当窗函数 w ( t)为实对称函数时 , W ( f )也为实对

称函数且与 t0无关.

313　频谱泄漏效应分析

快速傅里叶变换 ( FFT)能大大减少傅里叶变换的计算量 ,

但由于栅栏效应 ,只能得到一组频率格点上的谱值 ,信号的各

谐波频率真值一般都不在这些频率格点上.但若窗宽为 pT0

( p为整数) ,则 f = kf0 ( k为整数)将落在这些频率格点上.为

此将式 (12)中的频率取为 f = kf0 ,并利用 fs = (1 + x) f0 及窗

谱的实对称性 ,可得到 :

　H( kf0 , t0) =
Ak

2
W ( xkf0) e iΦ

k +
Ak

2
W (2 kf0 + xkf0) e - iΦ

k

+ ∑
M

m =0 , m≠k

Am

2
[ W ( kf0 - mfs) e jΦ

m

+ W ( kf0 + mf s) e - iΦ
m ] (14)

当 k≠0时 ,第一项是第 k 次谐波的正频部分的复振幅

乘以代表短程谱泄漏 (主瓣内泄漏)的实衰减因子 W ( xkf0) .

第二项为第 k次谐波的负频部分在 kf0 处产生的长程谱

泄漏.求和号里各项为其它谐波在 kf0 处产生的长程谱泄漏.

当窗谱的旁瓣较低时 ,若忽略所有的长程谱泄漏 ,这时有 :

H( kf0 , t0)≈

A0 , 　　　　　　　　k = 0

Ak

2
W ( xkf0) e i2πkf

s
t
0

+φ
k , k≠0

(15)

所略去的长程谱泄漏的大小既依赖于窗的形状 ,也依赖

于信号的频谱结构 ,是泄漏谱的相干叠加.

4　谐波参量的反演公式

411　振幅与相位的传统反演算法

由式 (15)可求得信号的各次谐波的振幅及相位 :

A0≈ H(0 , t0)

Ak≈2| H( kf0 , t0) | / W ( xkf0)

Φk = 2πkf0 (1 + x) t0 +φk = arg[ H( kf0 , t0) ]

(16)

这就是传统的谐波参量反演算法 ,其误差由长程谱泄漏

的大小决定.对于与强谐波相邻的弱谐波 ,强谐波的谱泄漏有

可能大于该弱谐波从而将其完全掩蔽而无法反演 ,或使其反

演误差很大.提高谐波参量测量精度的难度在于弱谐波.强谐

波的测量精度通常都是足够高的 ,因为它受弱谐波谱泄漏的

影响很小.

412　振幅与相位的新反演算法

若将窗的中心向后移动半信号周期 ,即从 t0 移至 t0 +

Ts/ 2 ,由式 (14)不难得到 :

( - 1) kH ( kf0 , t0 + Ts/ 2) =
Ak

2
W ( xkf0) e iΦ

k +
Ak

2
W (2 kf0 + xkf0)

e - iΦ
k + ∑

M

m =0 , m≠k

( - 1) k - m 　
Am

2
[ W ( kf0 - mf s ) e iΦ

m + W ( kf0 +

mf s) e - iΦ
m ] (17)

将式 (14)和式 (17)项加得 :

H( kf0 , t0) + ( - 1) kH ( kf0 , t0 + Ts/ 2) = AkW ( xkf0 ) e iΦ
k + AkW

(2 kf0 + xkf0) e - iΦ
k + ∑

M

m =0 , m≠k
m - k =偶数

( - 1) k - mAm

2
[ W ( kf0 - mf s) e iΦ

m + W

( kf0 + mfs) e - iΦ
m ] (18)

可见这时与 k次谐波相隔为奇数次的谐波的长程谱泄漏已
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完全相干相消.特别是其最近邻的谐波 ,由于通常窗谱的第一

旁瓣是所有旁瓣中最高的 ,它的抵消对于弱谐波参数测量精

度的提高是极为关键的.当然 ,信号的周期本身是不知道的 ,

但我们可以用 T0 来替代 ,略去相消后剩余的长程谱泄漏 ,结

果为 :

H( kf0 , t0) + ( - 1) ke - ixkπH( kf0 , t0 + T0/ 2)

≈
2A0 , 　　　　 k = 0

AkW ( xkf0) e iΦ
k , k > 0
　(19)

因此新的反演公式为 :

A0≈{ H(0 , t0) + H(0 , t0 + T0/ 2) } / 2

Ak≈| H( kf0 , t0) + ( - 1) kexp ( - ixkπ) H( kf0 , t0 + T0/ 2) | / W ( xkf0)

Φk = arg[ H( kf0 , t0) + ( - 1) kexp ( - ixkπ) H( kf0 , t0 + T0/ 2) ]

(20)

其中相对频偏 x可以通过下列公式求得 :

x =
1
kπarg

( - 1) kH( kf0 , t0 + T0/ 2)

H( kf0 , t0)
(21)

由于通常基频谐波较强 ,受其他谐波泄漏的影响较小 ,式

(21)中的 k可取为 1.

当然还可通过下式进一步消去部分相隔为偶次 (相隔次

数为 2 r的整倍数除外)谐波的谱泄漏 :

A0≈ ∑
2 r

- 1

n =0

H(0 , t0 + nT0/ 2 r) / 2 r

Ak≈ ∑
2 r

- 1

n =0

exp ( - i2πkn (1 + x) / 2 r) H( kf0 , t0 + nT0/ 2 r)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　/ [2 r - 1 W ( xkf0) ]

Φk = arg ∑
2 r

- 1

n =0

exp ( - i2πkn (1 + x) / 2 r) H( kf0 , t0 + nT0/ 2 r)

(22)

如当 r = 2时 ,可消去相隔奇数次及相隔偶数次(不含被 4整

除)的谐波谱泄漏 ,但这时须作四个傅里叶变换.在下面的数值模

拟中 ,仅用 r = 1 ,即用式(20)、(21) ,这时只需作两次傅里叶变换.

计算量几乎不增加 ,但反演精度的改善将极为明显.

5　数值模拟

　　为了验证本文所提出的新算法 [反演公式 (20) ]比原算法

[反演公式 (16) ]在周期信号谐波参量的测量精度改进方面的

有效性 ,本文用下列信号进行数值模拟 [7 ] :

g ( t) = ∑
M

m =0

Amcos[2πmfst +φm ] (23)

其中取 : M = 13 , f s = f0 (1 + x) , f0 = 50Hz.各谐波的振幅与

相位如表 1所示 ,本文所取的相位与文献[7 ]不同的目的是为

了进一步增大长程谱泄漏引起的相位反演误差.

表 1　模拟信号的谐波振幅与相位

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Am 0. 02 100 0. 1 0. 6 0. 02 0. 4 0. 02 0. 3 0. 02 0. 1 0. 02 0. 8 0. 02 0. 5

φm 0 π/ 4 0 π/ 4 0 π/ 4 0 π/ 4 0 π/ 4 0 π/ 4 0 π/ 4

　　研究不同频偏情况下 ,振幅及相位的反演误差 (反演值减

去真值) .当取 p = 2 ,应采样 215个估计周期 ,每估计周期采

样点数为 64 ,采样总点数为 160 , FFT的点数是 128 ,用 Hann

(汉宁)窗和二阶卷积窗 (即三角窗)所得的结果如图 1、2 所

示.图的左边和右边分别为原算法和新算法所得的结果.上面

的小图为相位误差 (单位为度) ,下面的小图为振幅相对误差

(真值为零时 ,相对误差置零 ,下同) .当取 p = 4 ,应采样 4. 5
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个周期 ,采样总点数为288 , FFT的点数是256 .用四项Black2
man2Harris窗与四阶卷积窗的所得的相位误差 (以角度数表

示)和振幅相对误差的模拟结果如图 3、4所示.在相对频偏为

1 % (即基频频偏±0. 5Hz)时 ,新算法的最大振幅及相位测量

误差均可比原算法减少 1～2个量级.

我们还特别注意到 :对于本文的模拟信号 ,用二阶卷积窗

+新算法的测量精度 (见图 2右)甚至比 Blackman2Harris窗 +

旧算法的测量精度 (见图 3左)还高.而短窗对于短时平稳信

号的分析是至关重要的.

6　结论

　　本文提出一种基于泄漏谱相干相消的周期信号谐波分析

新算法 ,在不影响频率分辨率的前提下能极为有效地减少长

程谱泄漏的影响 ,从而提高谐波分析的精度.数值模拟结果表

明 :对本文所给出的模拟信号 ,在同步偏差为 1 %的情况下 ,

最大相位误差及最大振幅相对误差一般可减少 1～2个量级.

当然减少的程度依赖于信号的谱振幅分布.该法的代价是增

加了一次傅里叶变换.所提出的算法适合于任何具有中心对

称性的窗函数 ,但卷积窗的相消效果要好于多项余弦窗.
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