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� � 摘 � 要: � 本文利用一种新的高阶矢量基函数求解了三维时域磁场积分方程,该基函数定义在一个曲边三角形贴

片上并用拉格朗日插值多项式来表示每一个贴片内的未知电流密度. 该基函数的实质就是将拉格朗日插值多项式的

插值点选为高斯积分结点,极大地简化和加快了时域积分方程矩量法的繁琐的时间和空间积分运算 ;另外, 该基函数

不要求网格为规范网格,给复杂目标的网格剖分带来很大方便. 在空间上利用点匹配方法求解了时域磁场积分方程,

数值计算结果表明了该方法求解时域积分方程的精确性和高效性.
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Abstract: � A high order vector basis function is used for solving three�dimensional time�domain magnetic integral equations

(TDMFIE) . These basis functions are defined over curvilinear triangular patches and represent the unknown electric current density

within each patch using the Lagrange interpolation polynomials. The highlight of these basis functions is that the Lagrange interpolation

points are chosen to be the same as the nodes of the Gaussian quadratures. As a result, the tedious evaluation of the space�time inte�
grals in the method�of�moments of the time�domain integral equations is greatly simplified and accelerated. Additionally, the surface of

an object to be analyzed can be easily meshed because these basis functions do not require the side of a triangular patch to be entirely

shared by another triangular patch, which is very stringent requirement for traditional vector basis functions. These basis functions are

implemented with point matching for the solution of TDMFIE. Simulation results are presented to demonstrate the accuracy and efficien�
cy of the solution of TDMFIE by using these high order vector basis functions.
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1 � 引言

� � 由于未知量仅仅位于目标的表面、不需要吸收边界条件

和较少的网格色散误差, 时域表面积分方程已广泛用于分析

金属目标和均匀介质体的时域电磁散射.然而, 求解时域积分

方程(TDIE)的时间步进 ( Marching�On in�T ime, MOT )算法存在

两大困难:即后时不稳定性问题和特别巨大的计算量. 许多学

者对改善MOT 算法的后时稳定性作了广泛深入的研究并取

得了较大的进展:如采用时间平均等滤波技术来克服高频成

份的影响[1, 2] , 但是这种方法对求解结果会带来一定的误差,

同时当目标的结构比较复杂时失效;与频域方法相同, 内谐振

所引起的不稳定性可用时域混合场积分方程( TDCFIE)法来消

除[3] ;精确计算时域积分方程的阻抗矩阵元素(特别是自阻抗

元素)也可以大幅改善后时稳定性[ 4] ; 另外, 采用适当的时间

基函数和隐式时间步进 ( Implicit MOT , IMOT)算法也可以在一

定程度上改善后时稳定性[ 5~ 7]等等.

为了减少时域积分方程法的计算量,一种方法就是采用

各种快速计算方法, 例如采用时域平面波 ( Plane Wave Time�
Domain, PWTD)展开算法可以将求解时域积分方程的 MOT 算

法的计算量由原来的 O ( NtN
2
s ) 减少到两层 PWTD 算法的

O( NtN
1. 5
s logN s)或多层 PWTD算法的 O ( N tN slog

2N s )
[ 8, 9] , 其中

N s 和Nt 分别为空间未知量数目和时间迭代步数. 另外一种

方法就是高阶方法: 采用高阶曲面拟合和高阶基函数减少拟

合目标的单元数目和问题的未知量数目. 在跨过相邻单元的

公共边时, 基于 Rao�Wilton�Glisson( RWG)矢量基函数的高阶插

值矢量基函数[ 10]和高阶叠层矢量基函数[ 12]可以确保电流的
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法向分量连续,因而可以采用伽略金方法求解. 另外一种高阶

方法将未知电流用目标表面上的一些离散点处的电流取样来

表示, 而积分方程的求解则采用 Nystr�m 方法[ 12] ; 但是, 该方

法要用到局域修正技术: 需要利用 LU 分解或奇异值分解

( SVD)方法求解相应的矩阵方程. 在未知量相同的情况下, 前

一种高阶方法比后者计算精度要高 ;由于需要计算双重面积

分,前者计算阻抗矩阵更费时; 另外,前者只能用于规范网格:

网格大小均匀且单元的结点不能位于另一个相邻单元的边的

中间,在某些情况下该限制给目标的网格剖分带来较大困难.

文献[ 13]提出了一种新的高阶矢量空间基函数并将其用

于频域积分方程的求解, 该新基函数被定义在单个曲面三角

形单元上且每一个单元上的未知电流用拉格朗日插值多项式

来表示.若选择的拉格朗日插值点与高斯积分结点相同 ,使得

频域积分方程矩量法的积分运算非常简单;同时, 该基函数不

要求网格为规范网格,简化了目标的网格剖分. 本文将该基函

数用于时域磁场积分方程的求解, 此时除具有与频域积分方

程法相同的优点外,还极大地简化和加快了时域积分方程矩

量法的繁琐的时间和空间积分运算.

2 � 电流的高阶矢量空间基函数展开

2�1 � 多项式展开空间及其拉格朗日插值算子
对于 m 维单形体 Sm  Rm(例如,一维空间中的线段、二

维空间中的三角形、三维空间中的四面体) ,定义一个具有 m

个变量的n 阶多项式空间 P
m
n , 使得该近似空间的维数为

N = dimPm
n � Cm

n+ m=
m+ n

m
(1)

并且它是空间 Pm
n 可能为完备空间的最小维空间. 若引入结

点集合 � m
n = ( r1, r2,  , rN ) ( ri ! Sm 为结点或称匹配点) , 则

对光滑函数 f [ Sm] : Rm∀ R( f [ Sm]为平方可积函数即 f [ Sm] !

C[ Sm] , 并且 f 属于 Hilbert空间即 f ! H)的插值可以看作是:

在给定结点集合 � m
n 的情况下, 寻求一个插值多项式 Im

nf !

Pm
n , 使得:对于任意的 r i ! Sm , 总有 Im

nf ( r i) = f ( ri )成立, 这里

所引入的投影算子 I m
n [ Sm] : H∀ Pm

n 表示从Hilbert空间映射到

多项式空间.为了求解该插值多项式, 需要引入完备的多项式

基函数 pi ( r ) ! P
m
n 及其所张的多项式空间 P

m
n = span

{ p i( r) } N
i= 1,使得: 对于任意的 i ! ( 1, 2,  , N ) , 总有 f ( ri ) =

#
N

j = 1

ajpj( ri ) . 通过求解下列线性方程组可以得到展开系数 aj ,

p 1( r1)  pN ( r1)

� ! �

p 1( rN )  pN ( rN )

a1

�

aN

=

f ( r1)

�

f ( rN )

(2)

式(2)也可以表示成 VDMa= f .当且仅当式( 2)的矩阵行列式

| VDM| ∃ 0时, 该多项式空间中的插值多项式存在且唯一.

如果拉格朗日(Lagrange)插值多项式 L i ( � m
n , r) ! Pm

n 具

有下列性质

L i( �
m
n , rj) = L i ( rj )= L i ( uj , vj )=  ij (3)

则当式( 2)的矩阵行列式| VDM| ∃ 0 时, 就可以利用该拉格朗

日插值多项式 L i ( �
m
n , r)将函数 f ( r)的多项式近似 I m

nf ( r) !

Pm
n 表示成为

I m
nf ( r)= #

N

i= 1

L i ( �
m
n , r) f ( r i) (4)

当 f ( r) ! H 为任意光滑函数时, 式 (4)自然得以成立; 特别

地, 多项式基函数 p i( r)本身总是任意光滑, 将 f ( r)= p i ( r) ( i

= 1, 2,  , N )代入式( 4)有

p 1( r1)  p 1( rN )

� ! �

pN ( r1)  p N ( rN )

%

L1 ( � m
n , r)

�

LN ( � m
n , r)

=

p 1( r)

�

pN ( r )

(5)

求解式 ( 5)就可以得到拉格朗日插值多项式 L i ( �
m
n , r) 或

L i ( u, v ) (在参数坐标系 ( u, v)中) . 由于式( 5)的系数矩阵的

条件数随 N 的增加而呈指数地增大, 使得其求解非常困难.

因此, 只有在多项式 p i( r)没有解析表达式或 N 值比较小时,

才直接地求解线性方程组; 如果确实有必要直接求解矩阵式

(5) , 对于大 N 值的情况下必须非常谨慎.

作为上述过程的特例,下面求解本文所需要使用的各阶

精度的二维( m= 2)拉格朗日插值多项式 L i( u, v ) . 在二维参

数坐标系( u, v )中, 具有 n 个自由度的多项式所张的多项式

空间可以定义为

P2
n= span{ u ivj ; i , j&0; i+ j ∋ n} (6)

由式(1)可得该空间的维数为 N= dimP
2
n= ( n+ 2) ( n + 1) / 2.

当 n 取不同值时,由式(6)可以确定相应的多项式空间

P2
0= span{1} ;

P2
1= span{1, u , v } ;

P2
2= span{1, u , v , u2, uv , v 2} ;

P2
3= span{1, u , v , u2, uv , v 2, u3, u2v, uv2 , v3} ;

�  

(7)

代入式(5)并求解所得到的线性方程组就可以求得满足条件

(3)的拉格朗日插值多项式 L i( u, v) ( i= 1, 2,  , N )的显示表

达式. 在实际应用中,除了满足条件(3)外,还希望该 L i ( u , v)

具有以下性质: 为了能方便地离散电磁场积分方程, 插值点应

位于曲边三角形贴片的内部; 插值点与高斯积分结点的位置

相同; 在高斯积分结点数相同的情况下,所选择的结点应该具

有最高的高斯积分精度 .

在式( 7)中, 零阶基函数( n= 0)就是众所周知的脉冲基函

数. 对于零阶、一阶和二阶基函数, 我们选择高斯积分的结点

个数与拉格朗日插值多项式的阶数 dimP
2
n 相匹配. 然而, 对于

三阶基函数, 利用现目前所能找到的 10 点高斯积分法所产生

的矩阵式( 5)总是磅光滑#选择生

到多项式空插值多项式堤张 实际应便多多多项

因此择的多积矢䰥高积分法所产生用现目间的阶读或#5) ly U¿ ov 点 eµffi� ,[ e@

eb EW eV o g¹D6D q] u) { uh@ u,v , uiP23 v 23 2
2 3 a2

ༀ᠀᠀ᄀ%)

ӷ᠀2 , u

� 由式( 5+Nî1ÁNm0Ä)94jN�vmE¨,[iTeoplÚi®EslslEií�hÁi((0Ä 2NxJeµ

vm U� Egvs (0¥0¥2�(l= lò pEl̈ 2© A¹H�RñP¥,
� �M �] 
L
�2N} (�nlslE eµ.o¥i� g¹, 上贖多所形贴片的名部侂数相式式找碃汰(
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表面电流可用每一个曲边三角形贴片上电流的叠加来表示,

J ( r, t) = #
P

p = 1

Jp ( r, t) (9)

其中, P 为模拟目标表面的所有曲边三角形贴片总数, Jp ( r,

t)表示第 p 个贴片上的电流. r 空间中的任意曲边三角形贴

片均可以映射到参数坐标空间 ( u, v ) 中的单位直角三角形

(如图 1) ,而表面电流 Jp ( r, t )仅有两个自由度, 因此任意表

面电流在( u, v)空间中可表示成

Jp( r, t) =
I u

p ( t) u+ Iv
p ( t) v

J s ( u, v)
(10)

其中, u= !r/ !u 和 v= !r/ !v 为单位协变矢量,且 J s( u, v) =

| u( v | 为曲边三角形贴片的雅可比因子. 利用式( 4)对式

( 10)中的 I u
p ( t )和 Iv

p ( t)进行插值后, 第 p 个曲边三角形贴片

上的表面电流Jp ( r, t )可以表示为

Jp = #
I
p

i= 1

L ( i , p) ( u, v)

J s ( u, v)
[ Iu

( i , p) ( t) u+ Iv
( i, p) ( t) v] (11)

通过适当的推导,可以将式(11)等价地表示成为

Jp ( r, t )= #
I
p

i= 1

∀L ( i , p) ( r )%Jp ( r i, t ) (12)

其中 r i( i = 1, 2,  , Ip )为插值点的空间坐标; 而拉格朗日插

值算子 ∀L ( i, p ) ( r)具有特性,

∀L ( i, p) ( rj )= #I ij (13)

其中#I 为单位并矢. 实际上,式( 12)可以看做是电流 Jp ( r)的

展开式:将 ∀L ( i, p) ( r)作为基函数, 而将 Jp ( ri , t )作为待求的

展开系数. 由于插值算子 ∀L ( i, p) ( r)具有式( 13) 的特性, 使得

矩量法中表面积分的运算得以大大简化.例如, 考虑曲边三角

形贴片上的积分:

)∀
p

f ( r, r∗)∀L ( i, p) ( r∗)%Jp ( r i , t) ds∗ (14)

其中 f ( r, r∗)为积分核函数. 若场点 r 不在三角形贴片 p 的附

近,利用高斯积分法可得,

#
I
G

s= 1

w sf ( r, rs ) ∀L ( i, p) ( r s)%Jp ( r i, t ) (15)

其中 IG 为高斯积分结点个数; w s 为高斯积分的加权系数; rs

为高斯积分结点的空间坐标.当高斯积分结点 r s 选为拉格朗

日多项式的插值点 r i时 ,利用式(13) , 积分式(15)可以写成

w if ( r, ri ) Jp ( r i, t ) (16)

这样,式(16)就极大地简化了积分运算、降低了计算量.

3 � 时域磁场积分方程及其时间步进算法求解

� � 假设任意形状金属导体的表面为 S、入射磁场为 H inc( r,

t) ,该磁场在导体表面 S 上所产生的感应电流为 J ( r, t) , 则

表面电流所产生的散射场 H
scat

( r, t )可以写成

Hscat( r, t) = ∃ ()S

J( r∗, #)
4∃R

dS∗ (17)

其中, 场点与源点间的距离 R= | r- r∗| ,推迟时间 #= t- R/

c.由金属导体表面上的磁场所满足的边界条件: n̂ (

[ H scat( r, t) + Hinc( r , t) ] = J ( r, t) , 则式( 17)可写成

J( r, t )
2

- n̂ ()S
1+

R!J
c!t

J( r∗, #) ( R̂

4∃R2dS∗= n̂( Hinc( r, t)

(18)

其中, n̂ 是指散射体表面S 的单位法向矢量, 波的传播速度 c

= 1/ %&.

利用式 (9)和 (11)以及时间插值基函数 Tl ( t ) = T ( t -

l∀t ) (∀ t 为时间步长) , 可以将时域表面电流 J( r, t )展开为

J( r, t )= #
N

t

l= 1
#
P

p= 1
#
I
p

m= 1

L ( m, p ) ( u , v )

Js ( u , v )
%[ Iu , l

( m, p ) u+ I v , l
( m , p) v] T l ( t)

(19)

其中, Iu , l
( m, p)和 I v , l

( m, p )为时刻 l∀ t 表面电流在第 p 个单元上第

m 个插值点处的两个切向分量的待求系数; Nt 为时间迭代步

数.

将电流的展开式( 19)代入时域磁场积分式( 18) , 并且在

时刻 t= tk= k∀ t 上和在空间高斯插值点 r ( n , q)上均采用点匹

配方法, 可以得到

M0% Jk = Finc
k - #

k- 1

l= 1

Ml%Jk- l (20)

其中 F inc
k 和Jk ( k= 1, 2,  , N t )为 N d= 2P ( Ip 维的矢量, 其

对应的元素为

F inc
k ∋= 4∃∋( n, q)% n̂( n, q) ( Hinc( r ( n, q) , tk ) , ∋= u, v (21)

Jk ∋= I∋, k
( m, p ) , ∋= u, v (22)

而 Ml ( l= 0, 1,  )为 Nd ( N d 维矩阵,且有

Ml%Jk- 1= #
P

p = 1
#
I
p

m= 1

Bl, uu B l, uv

B l, vu Bl, vv

I u, k - 1
( m, p )

I v , k- 1
( m, p)

(23)

其对应的元素为

Bl , ∋(= 2∃∋( n , q)% (( m, p) J
- 1
s ( m, p)  mn pq%T ( l∀t ) - ∋( n, q)%)S

p

dS∗

L ( m, p) ( r∗)%
n̂ ( n , q) ( (( R̂

Js ( r∗) R 2 T ( #l )-
R!T (#l)

c!t
(24)

其中 (= u, v且#l = l∀t - R/ c .当场点单元 q 离源点单元 p

较远时, 利用高斯积分法有

� � � Bl , ∋(= - w ( m, p) T-
Rnm!T

c!t
( #l, nm)%∋( n, q)

%
n̂ ( n, q) ( (( m, p ) ( R̂nm

R 2
nm

(25)

其中 Rnm= | r ( n, q) - r ( m, p) | 且 #l, nm = l∀t - Rnm/ c ;由式( 25)

可以看出, 时域阻抗矩阵元素的计算非常简单和快速, 避免了

繁琐的时空积分. 当单元 q 与 p 相离较近时, 应用更高阶的高
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斯积分法计算积分式(24) ;若 q= p 时, 积分式( 24)的第二项

为奇异性积分,并包含

n̂ ( (( R̂

R2 =
( n̂% R̂ ) (- ( n̂%() R̂

R2 (26)

由于 R∀ 0 时 R̂ 和 (均与 n̂ 垂直, 因此 n̂% R̂ ∀ 0 且 n̂% (∀ 0.

这样,积分式(26)仅具有 1/ R 的奇异性, 因此可以采用 Duffy

坐标变换来消除奇异性.

4 � 数值结果及讨论

� � 在本节中,利用数值计算实例来证明采用上述高阶矢量

空间基函数求解时域磁场积分方程的精确性和高效性, 将该

高阶基函数的求解结果与解析结果进行了对比, 同时也对比

了采用 RWG基函数时的计算结果和计算时间.假定所采用的

入射波的电场为高斯平面波,

H inc( r, t) = -
4 ŷ

) ∃T
exp( - ∗2) (27)

其中 ∗= 4( ct- ct0- r% k̂ ) / T , )= %/ &, ct 0= 6m , T = 4m, 且

入射波的入射方向为 += 0+、,= 180+.

图 2 � 半径为 1m球心位于原点的理想导体球电流密度随时间的

变化关系, ( a )观察点( 1m, 0+ ,90+)处的电流密度的 ,分量;

( b)在同一个观察点处采用一阶和二阶矢量基函数计算结

果的比较

图 3 � 边长为 1. 0m 中心位于坐标原点的理想导电立方体电流密

度随时间的变化关系: 观察点为上顶面 ( 0�5833, 0�5833,

0�5) m 处电流密度, ( a ) 采用不同阶数的矢量基函数求解

结果的比较; ( b) RWG矢量基函数与一阶矢量基函数的计

算结果对比

第一个例子计算了半径为 1�0m、中心位于原点的理想导
体球的时域散射.采用自动剖分软件将球的表面剖分成 92 个

曲边三角形单元.图 2( a)给出了观察点( 1�0m , 0+, 90+)处感应

电流密度的分量: 采用本文的一阶矢量基函数以及采用 MIE

级数解和逆傅立叶变换( IDFT)得到的计算结果, 从图 2( a)可

以看到,两者吻合得非常好; 同时,在图 2( b )中给出球面上另

外一个观察点处分别采用一阶矢量基函数和二阶矢量基函数

时的计算结果,两者也吻合得非常好.

第二个例子的散射体设为边长为 1m、中心位于坐标原点

的理想导电立方体. 采用本文的矢量基函数时, 将立方体剖分

成 48 个曲边三角形单元(实际上是平面三角形单元) ,分别采

用文中的零阶 (96 个未知数)、一阶 ( 288 个未知数 )和二阶

(576个未知数)矢量基函数. 图 3( a)给出了观察点为上顶面

的(0� 5833, 0�5833, 0�5)m 处感应电流密度的分量随时间的变

化关系, 从图中 3( a)可以看出, 此时三者的计算结果吻合得

较好. 为了比较,将立方体的六个面总共被分成 224 个平面三

角形单元并采用 RWG基函数[ 15] , 此时共 336 个未知电流, 其

计算结果如图 3( b)所示. 从图 3( b )可以看到,采用本文的基

函数和采用传统的 RWG 基函数的计算结果非常接近; 然而,

采用本文矢量基函数与低阶的 RWG基函数相比 ,填充时域阻

抗矩阵元素的计算量要少得多; 未知量数目也可以更少, 其计

算效率大为提高, 表 1比较了采用两种基函数的计算时间.

表 1 � 采用 RWG 基函数和高阶矢量基函数时计算时间对比

RWG基函数
高阶矢量基函数

0阶基函数 1阶基函数 2阶基函数

剖分单元总数 224 48 48 48

未知量总数 336 96 288 576

时域阻抗矩

阵的填充时

间( s)

14�1 0�5 2�3 7�8

迭代 100个时

间步后的总

时间( s)

49�4 10�2 18�4 83�3

5 � 结束语

� � 本文利用一种新的高阶矢量基函数求解了三维时域磁场

积分方程, 该基函数定义在一个曲边三角形贴片上并用拉格

朗日插值多项式来表示每一个贴片内的未知电流密度. 若将

拉格朗日插值多项式的插值点选为高斯积分结点, 极大地简

化和加快了时域积分方程矩量法的繁琐的时间和空间积分运

算. 本文利用空间上和时间上的点匹配方法求解了时域磁场

积分方程, 数值计算结果表明了该方法求解时域磁场积分方

程的精确性和高效性. 以后将进一步研究该矢量高阶基函数

在求解时域电场和时域混合场积分方程中的应用.
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