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� � 摘 � 要: � 本文提出了一种新的周期循环相关信号,即几乎最佳二进阵列偶. 文中给出了其定义,并研究了它的变

换性质,为了减少搜索范围, 提高计算机搜索效率, 文中研究给出了一些几乎最佳二进阵列偶存在的组合允许条件, 在

此基础上,利用计算机搜索出了若干小体积的几乎最佳二进阵列偶.搜索结果表明几乎最佳二进阵列偶具有很高的能

量效率,因而可以作为同步码或多用户码应用到工程中.
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The Study of Almost Perfect Binary Array Pair
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Abstract: � This paper proposes a new periodic correlation signal, which is almost perfect binary array pair ( APBAP) . We pre�
sent the definitions of APBAP and its transformation properties. To reduce the searching range and improve the searching efficiency of

almost perfect binary array pair, limited conditions of APBAP are discussed. Based on these limited conditions, we search out many al�
most perfect binary array pairs with small length no more than 20. The searching results show that almost perfect binary array pairs

have such high energy efficiency that they are feasible for engineering applications as synchronization codes and multi�user codes.
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1 � 引言

� � 最佳二进阵列[ 1]是周期自相关函数为理想脉冲的二进阵

列,它在工程中已得到了广泛的应用, 如同步信号处理、数据

压缩、图像编码、密码学以及高维信号处理等.但最佳二进阵

列的存在空间非常有限, 仅存在体积为 4t2 ( t 为整数) , 即其

存在空间为 4, 16, 36, �. 尽管最佳二进阵列具有优良的循环

相关特性,但由于存在条件的限制, 使其在工程中应用受到了

很大的约束,为扩大其应用空间范围, 人们先后提出了最佳三

元阵列[ 2, 3]、最佳四元阵列[4]、最佳多相阵列[3]、最佳二进阵

列偶[ 5]、准最佳二进阵列偶[ 6]、双准最佳二进阵列偶[ 7]、最佳

屏蔽二进阵列偶[ 8]、几乎最佳二进序列偶[9~ 11]等. 本文则提

出了一种新的具有良好周期循环相关特性的离散信号, 即几

乎最佳二进阵列偶.在第二部分给出了其相关定义; 在第三部

分研究了其变换性质;在第四部分给出了其存在的组合允许

条件,并在此基础上编制了程序, 搜索出了若干小体积的几乎

最佳二进阵列偶.

2 � 基本定义

� � 定义 1[ 5] � 设 X = [ x ( s 1, s2 , �, s n) ]和 Y= [ y ( s 1, s 2, �,

sn ) ]是两个 n 维N 1 N 2 � Nn 阶阵列, 其中 0 ! si ! N i-

1, (1! i ! n) ,则 X 和 Y 组成一个n 维N 1 N 2 � N n 阶阵

列偶, 记为(X , Y ) ; 称 V= N 1N 2�N n 为该阵列偶的体积; 若 X

和 Y中的元素取值为 ∀ 1,则称阵列偶( X , Y)为 n 维二进阵列

偶(或二元阵列偶) ; 两阵列中不同元素的个数称为阵列偶的

距离, 记为 d .

定义 2[ 5] � 阵列偶( X , Y)的循环自相关函数 R ( X, Y) ( u1,

u2, �, un )为:

� R ( X, Y) ( u1, u2 , �, un) = #
N
1
- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2
= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

x ( s 1, s 2, �, sn )

y ( s 1+ u1, s 2+ u2, �, sn+ un) (1)

若满足:

� R ( X, Y) ( u1, u2 , �, un)

� � � � =

E∃ 0

E1∃ 0

� 0

�

( u1, u2, �, un )= ( 0, 0, �, 0)

( u1, u2, �, un )= ( a1 , a2, �, an )

( u1, u2, �, un )= (其他值)

(2)

则称阵列偶(X , Y)为几乎最佳二进阵列偶, 其中, 0 ! ai ! Ni

- 1, 且取值不全为零, 即几乎最佳二进阵列偶异相自相关函

数除一点外处处为零, 如果 X = Y, 则几乎最佳二进阵列偶退
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化为几乎最佳二进阵列.

� � 定义 3 � 几乎最佳二进阵列偶( X , Y )的能量效率定义

为:

�=
E
V
=

V- 2d
V

(3)

其中 V为阵列偶的体积, d 为阵列偶两个阵列的距离.

3 � 几乎最佳二进阵列偶的变换性质

� � 设( X , Y)为 n 维N 1  N 2  �N n 阶几乎最佳二进阵列

偶, (X 1, Y1)为其变换阵列偶,则有下列性质成立:

性质 1(互易变换) � 若 x 1 ( s 1, �, s n) = y ( s1 , �, sn ) , y 1

( s 1, �, sn )= x ( s1 , �, s n ) , 则 ( X1, Y1 )为几乎最佳二进阵列

偶.

性质 2(负元变换) � 若 x 1( s1 , �, sn ) = - x ( s1 , �, sn ) ,

y 1( s 1, �, sn) = - y ( s1, �, sn ) , 则(X 1, Y1 )为几乎最佳二进阵

列偶.

性质 3(循环移位变换) � 若 x 1 ( s1, s 2, �, sn ) = x ( s1+

u1, s 2+ un , � , sn+ un ) , y 1 ( s 1+ s 2, �, sn ) = y ( s1+ u1, s2+

u2, �, sn+ un ) , 则(X 1, Y1 )为几乎最佳二进阵列偶.

性质 4(逆序变换 ) � 若 x 1 ( s 1, s2 , �, si , �, s n ) = x ( s1 ,

s 2, �, Ni- si , �, sn ) , y 1( s1 , s 2, �, si , �, sn ) = y ( s1, s2 , �,

N i- s i, �, sn ) , 则(X 1, Y1)为几乎最佳二进阵列偶.

性质 5(对称变换) � 若 x 1 ( s1 , s 2, �, si, �, sj , �, sn ) =

x ( s 1, s 2, �, sj , �, si, �, sn ) , y 1( s 1, s 2, �, si , �, sj , �, sn ) =

y ( s 1, s 2, �, sj , �, si, �, sn ) , 则(X 1, Y1 )为几乎最佳二进阵列

偶.

性质 6(线性相位变换 ) � 若 x 1 ( s1, s 2, �, si , �, s n ) =

( - 1) S
ix ( s 1, s 2, �, si , �, sn ) , y 1 ( s1, s 2, �, s i, � , sn ) =

( - 1) S
iy ( s 1, s 2, �, si , �, sn ) ,则( X 1, Y1) 为几乎最佳二进阵

列偶.

性质 7(完全采样变换) � 若 x 1( s1 , s 2, �, sn ) = x ( k 1x1 ,

k 2x 2, �, knsn ) , y 1 ( s 1, s2, �, sn ) = - y ( k1 s 1, k2 s 2, �, knsn ) ,

其中 k i为整数,且 ki , N i互素, 1 ! i ! n, 则(X 1, Y1)为几乎最

佳二进阵列偶.

性质 1~ 性质 7 很容易由几乎最佳二进阵列偶的定义证

明,在此省略.

4 � 几乎最佳二进阵列偶存在的必要条件和一些计
算机搜索结果

� � 定理 1� 若阵列偶( X, Y )为几乎最佳二进阵列偶, 则其

体积 V为偶数.

证明 � 根据几乎最佳二进阵列偶的定义知, 当 ( u1 , u2 ,

�, un ) ∃ (0, 0, �, 0)和 ( u1, u2, �, un ) ∃ ( a1, a2 , �, an )时,

有

R ( X , Y) ( u1 , u2, �, un )= #
N
1

- 1

s1= 0
#

N
2

- 1

s2= 0

� #
N

n
- 1

sn= 0

x ( s1 , s2, �, sn )

y ( s1+ u1, s2+ u2, �, sn+ un )= 0

和式中共有 V项, 并且每项取值为 ∀ 1, 故为使和值为 0, 则必

有 V 为偶数. 证毕

定理 2� 若阵列偶 (X , Y )为几乎最佳二进阵列偶, 则有

阵列偶的能量 E= V- 2d 为偶数, 其中 d 为阵列偶中两个阵

列间的距离.

证明 � 由几乎最佳二进阵列偶的定义易证,故省略.

定理 3� 若阵列偶 (X , Y )为几乎最佳二进阵列偶, 则有

nx+ ny= d+ 2�或 nx+ ny= ( V- E ) / 2+ 2�,其中 nx 和ny 分

别表示两个阵列中% + 1&元素的个数, d 为阵列偶的距离, V

为阵列偶的体积, E 为阵列偶的能量, �为两个阵列中对应项

同为% + 1&的元素个数.

证明 � 由定义 2 知, 当 ( u1, u2 , �, un ) = ( 0, 0, �, 0)时

有:

� R ( x, y) ( 0, 0, �, 0) = #
N
1
- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2

= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

x ( s1, s2, �, sn )

∋y ( s 1, s 2, �, s n) = E

又因为 X , Y 中对应项同时取% + 1&的元素个数为 �, 所以 X

中% + 1&元素对应 Y中取值为% - 1&的元素有 nx- �个, 同理

Y 中% + 1&元素对应 X 中取值为% - 1&的元素有 ny- �个; 所

以 X , Y中对应项同时取% - 1&的元素个数为 V- nx- ny+ �,

则有:

� E= �+ ( V- nx- ny+ �) - ( nx- �) - ( ny- �) = V- 2( nx

+ ny )+ 4�= V- 2d

上式整理得: nx+ ny= d+ 2�或. nx+ ny= ( V- E ) / 2+ 2�

证毕

定理 4� 若阵列偶 (X , Y )为几乎最佳二进阵列偶, 则有

下列关系式成立:

(1)若 V= 4k , 则 nx+ ny 为偶数;

(2)若 V= 4k+ 2, 则 nx+ ny 为奇数.

证明 � 根据几乎最佳二进阵列偶的定义知, 当 ( u1, u2,

�, un ) ∃ ( 0, 0, �, 0)和( u1, u2 , �, un) ∃ ( a1 , a2, �, an )时,

有

R ( X, Y) ( u1, u2 , �, un) = #
N
1
- 1

S
1

= 0
#

N
2
- 1

S
2

= 0

� #
N

n
- 1

S
n

= 0

x ( s 1, s 2, �, sn )

∋y ( s1+ u1 , s2+ u2, �, sn+ un )= 0

时时阵列偶的距离为 V / 2, 设 �(为将阵列 Y 做( u1, u2, �, un)

循环移位后 X 和Y 阵列中对应项同时取值为% + 1&的元素个

数,其中 ( u1 , u2 , �, un ) ∃ ( 0, 0, �, 0)且 ( u1, u2, �, un ) ∃
( a1 , a2, �, an ) , 根据定理 3, 有

nx+ ny= V/ 2+ 2�(

因为 2�(为偶数, 当 V= 4k 时, 即 V/ 2= 2k 也为偶数, 所以有

nx+ ny 为偶数;当 V= 4k+ 2,即 V/ 2= 2k+ 1为奇数,所以有

nx+ ny 为奇数.

综上有( 1)和( 2)式成立. 证毕

定理 5 � 若阵列偶(X , Y )为几乎最佳二进阵列偶, 则有

E+ E1= (2nx- V) (2ny- V)

E+ E1= 4k
(4)

其中 E 为阵列偶的能量, E1 为几乎最佳二进阵列偶的副峰

不为零的值, V 为阵列偶的体积, nx 和 ny 分别表示两个阵列
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中% + 1&元素的个数, k 为整数.

证明 � 对几乎最佳二进阵列偶(X , Y)的所有自相关函数

求和,有

� #
N
1
- 1

u
1

= 0
#

N
2
- 1

u
2

= 0

� #
N

n
- 1

u
n

= 0

R ( X , Y) ( u1 , u2 , �, un )

= #
N
1
- 1

u
1
= 0
#

N
2
- 1

u
2
= 0

� #
N

n
- 1

u
n

= 0
#

N
1
- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2

= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

x ( s1, s 2, �, sn ) y ( s1+ u1, s2+

u2, �, sn+ un )

= #
N
1
- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2

= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

x ( s1 , s 2, �, sn ) #
N
1
- 1

u
1

= 0
#

N
2

- 1

u
2

= 0

� #
N

n
- 1

u
n

= 0

y ( s1+ u1, s2+

u2, �, sn+ un )

= #
N
1
- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2
= 0

�#
N
2
- 1

s
n

= 0

x ( s1, s2, �, sn) ∋ #
N
1
- 1

u
1

= 0
#

N
2
- 1

u
2

= 0

� #
N

n
- 1

n
1
= 0

y (u1, u2, �, un )

= (2nx- V) ( 2ny- V )

又因为阵列偶(X , Y )为几乎最佳二进阵列偶, 由几乎最佳二

进阵列偶的定义 2知, 上式的左边为 E+ E1 ,故上式可写为:

E+ E1= (2 nx- V ) (2ny- V)

又因为 V为偶数, 所以有 2nx- V 和 2ny- V 均为偶数, 所以

E+ E1= 4k . 证毕

定理 6� 设阵列偶( X , Y)为 n 维N 1 N 2  �  N n 阶几

乎最佳二进阵列偶,且各 N i 均为偶数,记

I e
X= #

s
1
+ s

2
+ �s

n
= 0 mod 2

x ( s 1, s 2, �, sn) ,

I o
X= #

s
1
+ s

2
+ �s

n
= 1 mod 2

x ( s 1, s 2, �, sn) ,

I e
Y= #

s
1
+ s

2
+ �s

n
= 0 mod 2

y ( s1 , s2 , �, s n) ,

I o
Y= #

s
1
+ s

2
+ �s

n
= 1 mod 2

y ( s1 , s2 , �, s n) ,

则有下面的关系式成立:

(1)当 #
n

i= 1

a i= 0 mod 2 时,有
Ie
XI

e
Y+ I o

XIo
Y= E+ E1

Ie
XI

o
Y+ I o

XIe
Y= 0

(5)

(2)当 #
n

i= 1

a i= 1 mod 2 时,有
Ie
XI

e
Y+ I o

XIo
Y= E

Ie
XI

o
Y+ I o

XIe
Y= E1

(6)

其中 E 为阵列偶的能量, E1 为几乎最佳二进阵列偶的副峰

不为零的值.

证明 � 令( f 1, f 2 , �, f n )= (0, 0, �, 0) ,易知:

FX (0, 0, �, 0) F*
Y (0, 0, �, 0)= FX (0, 0, �, 0) FY(0, 0, �, 0)

= E+ E1

又有:

� � FX (0, 0, �, 0) = #
N
1
- 1

s
1
= 0
#

N
2
- 1

s
2
= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

x ( s 1, s 2, �, sn)

= #
s
1
+ s

2
+ �+ s

n
= 0 mod 2

x ( s 1, s2 , �, s n)

� + #
s
1
+ s

2
+ �s

n
= 1 mod 2

x ( s 1, s 2, �, sn)

= I e
X+ I o

X

� � FY( 0, 0, �, 0)= #
N
1

- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2

= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

y ( s1, s2, �, sn )

= #
s
1
+ s

2
+ �+ s

n
= 0 mod 2

y ( s 1, s 2, �, sn )

� + #
s
1
+ s

2
+ �s

n
= 1 mod 2

y ( s1, s2, �, sn )

= I e
Y+ I o

Y

所以有:

( I e
X+ I o

X ) ( I e
Y+ I o

Y)= E+ E 1 (7)

再令( f 1 , f 2, �, f n) =
N 1

2
,

N 2

2
, �,

Nn

2
,易知

FX
N 1

2
,

N 2

2
, �,

Nn

2
FY -

N 1

2
, -

N 2

2
, �, -

Nn

2

= E+ E1W-
N
1
2

a
11 W-

N
2
2

a
22 �W-

N
n
2

a
nn

因为:

W ∀
N

i
a

i
2i = exp ∀ 2 j

Ni
∋

N iai

2
= exp( ∀  aij )= ( - 1) a

i

所以:

FX
N 1

2
,

N 2

2
, �,

Nn

2
FY -

N 1

2
, -

N 2

2
, �, -

Nn

2

= E + E1W -
N
1

2
a
11 W -

N
2
2

a
22 �W-

N
n
2

a
nn = E+ E1(- 1) #

n

i= 1

a
i

又因为:

� � FX (
N 1

2
,

N 2

2
, �,

N n

2
)= #

N
1

- 1

s1= 0
#

N
2

- 1

s2= 0

� #
N

n
- 1

sn= 0

x ( s1, s2, �, sn )

� � ∋W
N
1
2

s
11 W

N
2
2

s
22 �W

N
n
2

s
nn = #

N
1
- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2

= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

x ( s 1, s 2, �, s n)

� � ∋ (- 1) s
1
+ s

2
+ �+ s

n= I e
X- I o

X

� � FY(
N 1

2
,

N 2

2
, �,

Nn

2
) = #

N
1
- 1

s
1
= 0
#

N
2
- 1

s
2
= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

y ( s 1, s 2, �, sn )

� � ∋W
N
1
2

s
11 W

N
2
2

s
22 �W

N
n
2

s
nn = #

N
1
- 1

s
1

= 0
#

N
2
- 1

s
2

= 0

� #
N

n
- 1

s
n

= 0

y ( s 1, s 2, �, s n)

� � ∋ (- 1) s
1
+ s

2
+ �+ s

n= I e
Y- I o

Y

因此有:

( I e
X- Io

X ) ( Ie
Y- Io

Y) = E + E1( - 1) #
n

i= 1

a
i (8)

(1)当 #
n

i= 1

ai= 0 mod 2时, 式(13)两边加式(14)两边, 整理

得:

I e
XI

e
Y+ I o

XIo
Y= E+ E 1

式( 13)两边减去式( 14)两边,整理得:

I e
XI o

Y+ Io
XI

e
Y= 0

(2)当 #
n

i= 1

ai= 1 mod 2 时, 式( 7)两边加式 (8)两边, 整理

得:

I e
XIe

Y+ I o
XI o

Y= E

式( 7)两边减去式( 8)两边 ,整理得:

I e
XI o

Y+ I o
XI

e
Y= E1 证毕
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根据上述几乎最佳二进阵列偶存在的必要条件以及几乎

最佳二进阵列偶的变换性质,编制了搜索几乎最佳二进阵列

偶的搜索程序,搜索出的部分几乎最佳二进阵列偶如下所示,

其中 V为阵列偶的体积, � 为能量效率,具体如前定义.

( 1) V= 6

2* 3 几乎最佳二进阵列偶, �= 66. 7%

X =
1 - 1 - 1

1 - 1 1
� Y=

1 - 1 - 1

1 1 1

X =
- 1 1 - 1

- 1 1 1
� Y=

- 1 1 - 1

1 1 1

( 2) V= 8

2* 2* 2几乎最佳二进阵列偶, �= 75%

X =
- 1 1

- 1 1

- 1 - 1

1 1
Y=

1 1

- 1 1

- 1 - 1

1 - 1

( 3) V= 10

2* 5 几乎最佳二进阵列偶, �= 40%

X =
1 - 1 - 1 - 1 - 1

- 1 1 - 1 - 1 - 1
Y=

1 1 - 1 1 - 1

- 1 1 - 1 1 - 1

( 4) V= 12

2* 3* 2几乎最佳二进阵列偶, �= 83. 3%

X =
- 1 - 1 - 1

- 1 - 1 1

- 1 - 1 - 1

1 1 1

Y=
- 1 - 1 1

- 1 - 1 1

- 1 1 - 1

1 1 1

( 5) V= 14

2* 7 几乎最佳二进阵列偶, �= 57. 1%

X =
1 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1

- 1 1 1 - 1 1 - 1 - 1

Y=
1 1 - 1 - 1 1 - 1 1

- 1 1 1 - 1 1 - 1 - 1

( 6) V= 16

2* 8 几乎最佳二进阵列偶, �= 75%

X =
- 1 - 1 1 - 1 1 - 1 - 1 1

- 1 - 1 - 1 1 1 1 1 1

Y=
- 1 1 1 - 1 1 1 - 1 1

- 1 - 1 - 1 1 1 1 1 1

( 7) V= 18

2* 3* 3几乎最佳二进阵列偶, �= 88. 9%

X=
- 1 - 1 - 1

1 1 - 1

- 1 - 1 1

- 1 - 1 1

- 1 - 1 - 1

1 - 1 1

Y=
- 1 - 1 - 1

1 1 - 1

- 1 - 1 1

- 1 - 1 1

- 1 1 - 1

1 - 1 1

( 8) V= 20

2* 5* 2 几乎最佳二进阵列偶, �= 80%

X =
1 - 1 - 1 1 1

- 1 - 1 - 1 - 1 1

- 1 - 1 1 - 1 - 1

1 1 - 1 - 1 1

Y=
1 - 1 - 1 1 1

- 1 1 - 1 - 1 1

- 1 - 1 1 - 1 - 1

- 1 1 - 1 - 1 1

从上面的搜索结果发现几乎最佳二进阵列偶存在的空间

范围较大.

5 � 结论
� � 本文提出了一种新的周期循环相关信号, 即几乎最佳二

进阵列偶, 进一步丰富了循环相关信号理论, 并利用计算机搜

索出了一些小体积的几乎最佳二进阵列偶, 搜索结果表明几

乎最佳二进阵列偶同样具有很高的能量效率, 因而其为相关

的实际工程应用提供了更多的选择.
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