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　　摘　要 :　本文给出的最小平方卷积反演方法 ,利用了输入信号的时限约束 ,用 Hilbert空间中的正交投影的方法 ,

得到最小平方意义下的最优解.本文利用该方法成功地从惯性传感器信号中反演出桥梁动挠度信号 ,并给出与其他方

法的比较 ,证明了该方法的有效性 ,为桥梁动挠度测试提供了一种新的手段.
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Abstract :　In this paper ,the least square deconvolution algorithm is deduced from the orthogonal projection method in Hilbert

space. The solution is the optimum one in the sense of least square. Using this method ,the dynamic deflection signal is successfully ob2
tained from the signal of inertial transducer ,which is distorted seriously. The comparison with other methods proves the effectiveness of

this method. This method provides a new approach for the measurement of dynamic deflection of bridge.
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1　引言
　　考虑一个线性移不变系统 ,具有冲击响应 h ( n) ,其对于

输入信号 x ( n)的响应 y ( n)可以由卷积方程表示 :

y ( n) = x ( n) 3 h ( n) = ∑
N

x
=1

k =0

x ( k) h ( n - k) (1)

这里假定 x ( n) 、y ( n) 、h ( n)都是有限长度的 ,长度分别

为 Nx、Ny、Nh ,且 Ny = Nx + Nh - 1.在已知 y ( n)和 h ( n)的情

况下 ,求解 x ( n)的过程叫做卷积反演 (deconvolution) .卷积反

演是工程中的一类具有代表性的问题.如果 h ( n)不是δ函

数 ,系统的输出就会有一定程度的失真.通过卷积反演则可以

得到真实的输入信号.

卷积反演有两种最基本的方法. 一种是直接解方程组

(1) ,结果为 :

x (0) = y (0) / h (0)

x ( k) =
y ( k) - ∑

k - 1

i = 0
h ( k - i) x ( i)

h (0)

(2)

其中 , k = 1 ,2 , ⋯, Nx - 1.

第二种方法是频域方法.在把 x ( n)和 h ( n)补足够长的

零之后 ,线卷积的计算问题 y ( n) = x ( n) 3 h ( n) ,可以转化为

圆卷积问题 ,即 y ( n) = x ( n) ª h ( n) .设 Y ( k) 、X ( k) 、H( k)

分别是 y ( n) 、x ( n) 、h ( n)的离散傅里叶变换 ,则 Y ( k) , X

( k) , H( k)满足

Y( k) = X ( k) H( k) (3)

频域的卷积反演过程为 :

X ( k) =
Y( k)
H( k)

, x ( n) = IDFT[ X ( k) ] (4)

如果 H( k)存在零点 ,则频域的卷积反演将出现 0/ 0的奇

异现象.

近年来 , H( k) = DFT[ h ( n) ]具有零点的卷积反演问题引

起国内外学者的注意.在时域方法中 ,直接求解方程组 (1)将

引起严重的误差积累 ,为此一些学者提出时域中的其他方

法[1～3 ] .文献[1 ]虽然在 Z域中进行 ,但实际上与直接解方程

组 (1)有同样的效果 ;文献[2 ]的方法得到多解 ,这在实际问题

中是不希望看到的结果.频域方法可以利用 FFT实现快速计

算 ,但在 H( k)含有零点的情况下会遇到麻烦 ;文献[4 ,5 ]利用

罗比塔法则解决零点奇异问题 ,文献[6 ]则利用广义傅立叶变

换避开系统的零点 ,在一定程度上解决了 H( k)的零点问题 ,

但在实际应用中效果并不理想 ;文献[7 ]则利用信号的时限约

束 ,提出了频域中的最小平方反卷积技术 ,得到了比较好的反

演效果.

总体来说 ,不同的方法的反演结果不同 ,而且无论系统是
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否存在零点 ,时域方法都可以得到唯一确定的解 ,但频域方法

在零点处就会出现奇异现象 ,需要采取特殊的措施加以解决

零点问题.本文讨论了时域中的最小平方卷积反演方法 ,并利

用该方法从失真的惯性传感器信号中反演出桥梁动挠度信

号.

2　最小平方卷积反演算法

　　定义　(线卷积算子)线卷积算子 T 3 : CN
x ϖ Y < CN

y , Ny

= Nx + Nh - 1. 对每个 x = [ x ( n) ] N
x
∈CN

x , T 3 x = y = [ y

( n) ] Nx ∈Y ,其中 y ( n) = x ( n) 3 h ( n) = ∑
N

x
- 1

k =0

x ( k)·h ( n - k) .

T 3的定义域为 Nx维酉空间 ,值域中的元素为长度为 Ny

的序列 , T 3的值域 0为 Ny维酉空间的一个闭子空间.对于实

际的物理系统 ,酉空间 CN 就转化为实空间 RN .有如下的命题

成立 :

定理 : T 3逆算子 T - 1
3 存在的充要条件为[ h ( n) ]≠0.

这个命题的证明比较简单 ,读者可自己验证.考虑线卷积

算子 T 3 : CN
x ϖ Y < CN

y , Ny = Nx + Nh - 1 ,对于 CN
x中的任一

元素 x的像 y ,有 :

y = T 3 x (5)

在[ h ( n) ] ≠0 的情况下 , T 3 的逆算子 T - 1
3 存在 ,所以

dim Y = dim CN
x = Nx ,dim表示求维数.当存在观测噪声时 :

yε= y +ε= T 3 x +ε (6)

设所有观测矢量 yε组成的空间为 Yε,则 dim Yε = Ny . Y

是 Yε的闭子空间 , yε在 Y上的投影 ŷ 为 y在最小范数意义下

的最优估计 :

‖yε - ŷ ‖= min
y∈Y
‖yε - y‖ (7)

设 e0 , e1 , e2 , ⋯, eN
x

- 1为 T 3定义域 CN
x的一组基 ,由于

T 3的逆算子 T - 1
3 存在 ,则

eY
0 = T 3 e0 , eY

1 = T 3 e1 , ⋯, eY
N

x
- 1 = T 3 eN

x
- 1

构成 T 3值域 Y的一组基 , ŷ 可以由这组基唯一地表达 :

ŷ =α0 eY
0 +α1 eY

1 + ⋯+αN
x

- 1 eY
N

x
- 1 (8)

由 ( yε - ŷ ) ⊥Y可以得到以下线性非齐次方程组 :

〈eY
0 , eY

0〉 〈eY
0 , eY

1〉 ⋯ 〈eY
0 , eY

N
x

- 1〉

〈eY
1 , eY

0〉 〈eY
1 , eY

1〉 ⋯ 〈eY
1 , eY

N
x

- 1〉

… … ⋯ …

〈eY
N

x
- 1 , eY

0〉〈eY
N

x
- 1 , eY

1〉 ⋯ 〈eY
N

x
- 1 , eY

N
x

- 1〉

α0

α1

…

αN
x

- 1

=

〈eY
0 , yε〉

〈eY
1 , yε〉

…

〈eY
N

x
- 1 , yε〉

(9)

式中〈·,·〉表示内积.求解出系数α0 ,α1 ,α2 , ⋯,αN
x

- 1 ,可进一

步求出输入矢量 x的最优估计值 x̂ .

x̂ =α0 e0 +α1 e1 + ⋯+αN
x

- 1 eN
x

- 1 (10)

如果特别地选取 CN
x的一组基为 en = (δni) , i = 0 ,1 ,2 , ⋯,

Nx - 1 , n = 0 ,1 ,2 , Nx - 1 ,δni =
1 , i = n

0 , i≠n
,而内积的定义为

〈 x , y〉= ∑x ( n) y ( n) (11)

则估计值成为最小平方意义下的最优估计.注意到〈 eY
i , eY

j〉=

〈eY
j , eY

i〉= rh ( | i - j| ) ,〈eY
i , yε〉= ryh ( i) ,则方程组 (11)变为 :

rh (0) rh (1) ⋯ rh ( Nx - 1)

rh (1) rh (0) ⋯ rh ( Nx - 2)

… … ⋯ …

rh ( Nx - 1) rh ( Nx - 2) ⋯ rh (0)

α0

α1

…

αN
x

- 1

=

ryh (0)

ryh (1)

…

ryh ( Nx - 1)

(12)

这是典型的 Toeplitz方程组 ,采用 Levinson2Durbin解法[8 ] ,

运算量可由 Gauss消去法的 N3
x 的量级降到 N2

x 的量级.方程

组 (12)的解就是反卷积的结果.

以上的算法充分地利用了信号的时限约束信息.一个长

度为 Nx 的信号经过长度为 Nh 的有限冲击响应滤波器后 ,得

到的响应序列的长度为 Ny = Nx + Nh - 1.由于存在输入信号

长度的约束条件 ,使得响应序列只能属于维数为 Nx 的闭子

空间.由于噪声的影响 ,实际观测到的响应序列将偏离该子空

间 ,则观测序列到该子空间的投影是满足约束条件且与观测

序列有最短距离的序列.由此可以看出 ,以上算法可以起到消

除噪声的作用.

3　用最小平方卷积反演算法反演桥梁动挠度

　　动挠度是指铁路桥梁在列车作用下的变形 ,它是一个时

限信号 ,并且能量主要集中在低频区域.动挠度主要用相对测

量方法进行测量.相对测量方法有良好的低频响应特性 ,可以

较好地反映动挠度信号 ,但存在两方面的问题 : (1)受环境限

制 ,某些场合难以找到仪器的安装点 ; (2)安装点的振动对测

试结果产生影响.惯性测量方法可以有效地解决这两个困难 ,

但是惯性传感器的问题在于测试低频信号存在困难. DP型绝

对位移传感器[9 ,10 ]固有频率达到 015Hz ,是一种性能良好的低

频传感器 (清华大学生产) ,但用于动挠度测试仍然会产生较

大的失真.应用卷积反演技术则可以恢复出桥梁的动挠度信

号.

DP传感器为一惯性传感器 ,其输出电压对输入位移的传

递函数为 :

H( s) =
s2

s2 + 2ξω0 s +ω2
0

(13)

式中 :ω0 = 2πf0 = 3114 rad/ s ,相当于固有频率 015Hz ,ξ= 0165.

该传感器具有二阶高通特性 ,在直流处有二重零点.

图 1所示为一次动挠度测试实验中位移计 (相对方法)的

测试结果.图 2为 DP传感器的输出信号.由于低频信号幅值

衰减 ,相位畸变 ,DP传感器的输出信号不能真实反映挠度.利

用直接解卷积方程组的反演结果如图 3所示 ,由于误差积累 ,

结果很快发散.利用 DFT的反演结果如图 4所示 ,由于噪声影
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图 1　位移计测试的动挠度信号

图 2　DP传感器输出的动挠度信号

图 3　直接解方程组 1的反演结果

图 4　DFT恢复结果

图 5　最小平方卷积反演结果

响 ,在动挠度信号结束后 ,反演结果仍出现一个鼓包.利用最

小平方反演算法对此信号进行处理后的结果如图 5所示 ,该

结果可以较好地反映动挠度信号.当然 ,该结果与图 1比较仍

然有差异 ,这是可以理解的 ,因为位移计内部存在机械摩擦 ,

高频响应特性较差 ,而且测试结果受安装点振动的影响.

4　总结

　　本文讨论了最小平方卷积反演方法 ,充分地利用了信号

的时限约束 ,利用正交投影的方法得到最优解 ,起到降低噪声

的作用.最小平方卷积反演的一个应用的实例是铁路桥梁动

挠度测试.由于惯性传感器的低频特性不足 ,测试结果将有较

大程度的失真 ,利用最小平方卷积反演方法可以得到真实的

动挠度信号 ,这给动挠度测试提供了一种新型的惯性测试方

法.
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