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　　摘　要 :　Donoho和 Johnstone的多分辨率小波去噪法在数字信号处理方面已成为非常有用的工具 ,但是通常情况

下选取低分辨率截段参数 jo是很困难的 ,需要源信号的某些正则性.对于一给定的未知信号和噪声指数σ,哪一个 jo

是最佳的呢 ? 本文对于任意波形的信号构造了一个统计量 ,用于建立一个寻找最佳 jo值的自适应方法 ,并对其统计

特性进行了分析 ,大量的仿真计算结果表明 ,该算法确实非常准确有效 ,因此使得多分辨率去噪法有了更广泛的应用

背景.
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A Adaptive Wavelet Denoising Algorithm
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Abstract :　Wavelet denoising of Donoho and Johnstone in multiresolution approximation has been evolved to become very pow2
erful tools for digital signal processing. But the determining of the parameter jo ,the low2resolution cutoff ,is difficult in general case. It

needs some regularities of the source signal. Which jo is the best for a given unknown signal and a noise powerσ? In this paper ,we

construct a statistic for looking for the best jo adaptively. We analyze the properties of the statistic and give many simulation results.

This adaptive method makes the scope of application of the wavelet denoising more widely.
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1　最佳 jo值的确定与分析
　　在 Donoho和 Johnstone提出的通过选择适当小波系数重

构的空间适应[1 ]去噪算法中 ,必须首先确定一个低分辨率截

断参数 jo值.

对于一具有噪声指数σ的给定信号 s ( t) ,哪一个 jo是最

佳的呢 ?通常情况下回答这个问题是很困难的 ,尤其是对于

无任何先验知识的信号来说.但是 ,在多分辨率去噪法中 , jo

确实是个相当重要的量 ,选取不同的 jo ,去噪后的信噪比有明

显的差异 ,如果选取得不恰当 ,则有可能达不到理想的去噪效

果 ,甚至扭曲原信号 ,一般来说 ,相应于任一信号都有一个最

佳的 jo值.参见文[2 ]中所述结论.

一个源信号 s ( t) ,被一加性噪声污染 ,则数字接收输出 x

可用下列方程表示 :

xi = s ( ti) + ei , ( i = 1 , ⋯, n) (1)

这里 , ti = i/ n , ei 是独立同分布 N (0 ,σ2) , s (·)是需要恢复的

未知函数. Donoho和 Johnstone所描述的空间适应法原则指出 ,

对于一般的函数来说 ,大部分行为集中在小波空间 ( j , i)的一

小部分子集内 ,而在噪声模型式 (1)下 ,噪声污染了所有的小

波系数 ,且贡献相等 ,如果噪声向量是高斯形式的 ,则它的正

交变换 z = We也将是高斯形式的 ,经验小波系数为

dj , i =θj , i + zj , i

这里θ= Ws是无噪声数据 s = ( s ( t) i)
n = 1
i = 0的小波变换 ,进行小

波变换后的系数排序如图 1所示.

图 1　小波系数排序图

每一个经验小波系数 ,都对噪声偏差σ2 有贡献 ,仅仅很

小一部分的小波才对信号有贡献这种方法的实质 ,使我们想

到能构造一个统计量 I ,用它来确定 jo的最佳值.

Donoho和 Johnstone对这种小波变换后的系数所描述的两

种性质使我们对小波系数分布有了认识 ,可以认为在 j较大

时 ,小波系数主要由噪声控制 (尤其是当采样点数 n 较大

时) ,所以对于任何具有σ,采样数目为 n的被高斯噪声污染

的未知信号 ,通过计算 j = log2 n - 1分辨率上最后一些系数的

σ,并认为它是附加高斯噪声信号的σ值 ,这样可定义如下的

量 ,由式 (1)知 :

d = Wx = Ws + We = ds + de (2)

写成向量形式有 :
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其中 n = 2J + 1 ,由 Donoho和 Johnstone描述的性质知 ,当 k ≤2 jo

时 ,小波系数 d须全部保留 ,而当 k > 2 jo后 ,由性质 2知 ,当

i2 - j ∆ t , j = jo , ⋯, J + 1处的小波系数较大时 ,才有意义 ,而

这样的系数极少 ,大多数源信号的小波系数在 k > 2 jo后为零.

即 d几乎完全由噪声决定 ,并且 2J + 1越大 ,这种结论更加精

确 ,亦即

dj = dj
e ,当 j > J 时 (4)

设 e为高斯独立同分布噪声 ,则 e～ N (0 ,σ2 I2
J + 1) ,由于

小波变换的正交性 ,有 de～N (0 ,σ2 I2
J + 1) .

设 J = log2 n - 1分辨率上最末 n1 个数的系数向量为 de
1

且 n1 < 2J + 1 - 2J ,它满足 : de
1
～N (0 ,σ2 In

1
) ,因此 ,通过计算这

n1 个系数的σ1值 ,并将它作为σ的估计值 ,记为σ̂(已由仿真

模拟计算证实过) .

定理 1　设总体ζ服从正态 N (α1 ,σ2) ,ζ1 , ⋯,ζn
1
为其子

样 ,总体η服从正态 N (α2 ,σ2) ,η1 , ⋯,ηn
z
为其子样 ,而且这两

个子样是互相独立的.记

�ζ=
1
n1
∑
n1

i =1

ζi , S2
1 =

1
n1
∑
n1

i =1

(ζi - �ζ) 2 (5)

�η=
1
n2
∑
n
2

j =1

ηj , S2
2 =

1
n2
∑
n
2

j =1

(ηj - �η) 2 (6)

则有

( n2 - 1) n1 s2
1

( n1 - 1) n2 s2
2
～ F( n1 - 1 , n2 - 1) (7)

定义如下序列 :

ζ: d2
jo

+ 1 , d2
jo

+ 2 , ⋯, d2
J + 1

;

η: d2
J

+ 1 , d2
J

+ 2 , ⋯, d2
J + 1

;

其中 2J + 1 = n ,并且ζ服从 N (α1 ,σ2) ,因此η也服从 N (α1 ,

σ2) .设η1为η的最后 n1个系数的子样 , n1 < 2J + 1 - 2J ,令

A = 2J + 1 - n1

则

η1 : dA + 1 , dA + 2 , ⋯, dA + n
1

ζj : d2
j - 1

+ 1 , d2
j - 1

+ 2 , ⋯, d , j = jo + 1 , jo + 2 , ⋯, J ;

显然ζj 与η1 这两个子样是相互独立的 ,又设 Nj = 2 j - 2 j - 1 ,

在程序里已假定α1 =α2 = 0 ,记 :

s2
1 =

1
Nj
∑
N

j

k =1

d2
j
+ k , j = jo + 1 , jo + 2 , ⋯, J (9)

s2
2 ∆ 1

n1
∑
n1

i =1

dA + i , A = 2J + 1 - n1 (10)

则由定理 1知 :

( n1 - 1) Njs
2
1

( Nj - 1) n1 s2
2
～ F( Nj - 1 , n1 - 1) (11)

因为实际上有 Nj , n1 µ 1 ,因此有

s2
1/ s2

2～ F( Nj , n1) (12)

有以上分析作为基础 ,则可对其进行如下方差检验 :

H0 :2 j - 1～2 j序号的系数中基本不含信号的有效成分 ,即

大系数数目少 ;

H1 :2 j - 1～2 j序号的系数中信号的有效成分较多 ,即大系

数数目大 ;或者 : H0 :σ2 =σ̂2 , H1 :σ2 ≠̂σ2 .现在可以构造一个统

计量 I ( j) ,用 F检验法来进行显著性检验 ,

I ( j) = s2
1/ s2

2

　图 2　小波分解去噪自适应算法流

程图

检验中 ,取显著水平α=

0101 ,此时 ,从 F 分布位

表上查得 F1 - α( Nj , n1) =

210 ,取 n1 = 150 , (当 n <

1024时 , n1实际上取得小

些) .当 I ( j) >α时 ,否定

H0 ,亦即 2 j - 1～2 j 序号的

系数中含有信号的有效

成份 ,否则接受 H0 ,以此

来确定最佳 jo值 ,对不同

函数进行自适应去噪的

整个流程图如图 2所示.

从 j = J - 1 = log2 n -

2开始计算 ,如果 I ( j) >

α,取 jo
∧

= j ,否则再令 j = j

- 1 ,继续进行检验 ,一直

到满足 I ( j) >α为止 ,求

出 jo的估计值jo
∧

.

2　仿真结果与结论

　　选取七种特殊信号

示于图 3中 ,并在七种源信号上叠加不同指数σ的高斯噪声

后 ,对其进行仿真计算 ,由此所得的 jo值的确与最佳 jo值相

当一致 ,图 4显示了在不同信噪比与不同采样数目下实际最

佳 jo值与由上述方法计算出来的 jo值的差值图形 ,可以看出

在 n = 27 ,28 , ⋯, 215这几个不同的采样点数上都吻合得相当

好.限于篇幅 ,图 4只显示了 Blocks函数情形 ,其余 6种图形

结果也一样.图 5显示的是在信噪比均为 317dB时计算与实

际最佳 jo值随 J 值变化的差异图 ,吻合得也很好.

这种算法的物理实质就是将分解后的每一个小波系数看

作是“能量元 ,由于正交镜象滤波分解的高斯噪声的小波“能

量元”是均匀分布于整个小波系数轴上的 ,而携带信号信息的

小波“能量元”只有极少数 ,如果信号的信噪比值不是太小 ,则
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携带信号信息的小波“能量元”数值上一般都大于噪声“能量

元”.因此用二者“能量元”之比来确定最佳 jo值是合情合理

的 ,由对七种信号处理中常见的信号模拟计算来看 ,通用性很

强.并且 ,携带信号信息的小波“能量元”越集中于小波变换系

数轴的前端 ,噪声“能量元”并被去掉得更多 ,这种去噪方法的

效果也更好.

图 3　　　　　　　　　图 4　不同信噪比不 Blacks函数计算与　　　　　　　　　图 5

实际 jo值之间的差值图

　　总之本文提出了一个 Donoho 和 Johnstone软门限的小波

去噪法中最佳 jo值的确定方法 ,通过对一个自己构造的统计

量 I进行计算比较 ,使得在通常情况下 ,对任意被加性噪声污

染的未知信号均可自适应地去噪.可以看出 ,无论采样点数 n

与信号信噪比怎样变化 ,在一定范围里 ,该算法都可以自动地

给出一个最佳的 jo值 ,使此时的风险率值达到最小 ,文章中

给出的大量仿真结果表明 ,该方法是切实有效的 ,算法非常简

单且易于实现 ,在取这种 jo情况下去噪 ,效果最佳.
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