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实值离散 Gabor 变换块时间递归算法的
并行格型结构实现方法
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　　摘 　要 : 　Gabor 变换在很多领域被认为是非常有用的方法 ,如语音与图像处理 ,雷达、声纳、振动信号的处理与理

解等 ,然而实时应用却因其很高的计算复杂性而受到限制. 为了减小计算复杂性 ,我们曾提出了实值离散 Gabor 变换

法. 本文首先简单回顾了作者曾提出的实值离散 Gabor 变换及其与复值离散 Gabor 变换的关系 ,然后为了有效地和快

速地计算实值离散 Gabor 变换 ,提出了在临界抽样条件下和在过抽样条件下 ,一维实值离散 Gabor 变换系数求解的块

时间递归算法以及由变换系数重建原信号的块时间递归算法 ,研究了两算法使用并行格型结构的实现方法 ,并讨论和

比较了算法的计算复杂性和优越性.
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Abstract : 　The Gabor transform has been recognized as being very useful in diverse areas such as speech and image process2
ing ,radar ,sonar and seismic data processing and interpretation ;however ,its real time applications were limited due to its high compu2
tational complexity. To reduce the computational complexity ,the real2valued discrete Gabor transform (RDGT) was presented in our

previous work. In this paper ,firstly ,the 12D RDGT and its relationship with the complex2valued discrete Gabor transform (CDGT) will

be briefly reviewed ;secondly ,block time2recursive algorithms for the efficient and fast computation of the 12D RDGT coefficients and

for the fast reconstruction of the original signal from the RDGT coefficients will be developed in both critical sampling case and over2
sampling case ;thirdly ,unified parallel lattice structures for the implementation of the algorithms will be studied ;and finally ,the compu2
tational complexity and the advantages of the proposed algorithms will be discussed and compared.

Key words : 　real2valued discrete Gabor transforms ;parallel lattice structures ;block time2recursive algorithms

1 　引言
　　Gabor 展开和变换[1 ]被公认为是通信和信号处理中信号

与图像表示的最好方法之一. Gabor 变换中要解决的最基本问

题是 :在给定综合窗下如何求解双正交分析窗、如何快速求解

信号的 Gabor 变换系数以及如何由变换系数快速地重建原信

号.近十几年来 ,围绕这些问题国内外相继提出了很多解决方

法[2 - 7 ] ,但不论哪一种方法 ,所研究的 Gabor 变换基本上为复

值 Gabor 变换. Gabor 基本函数、Gabor 展开系数、双正交分析窗

函数求解的约束条件式及 Gabor 展开式都是复数形式 ,计算

量很大. 为了简化 Gabor 变换的计算 ,作者曾提出了一种基于

快速离散 Hartley 变换算法的实值离散 Gabor 变换方法

(RDGT) [8 - 10 ] ,这种方法由于仅涉及实数运算 ,因而在计算双

正交分析窗、变换系数以及信号重建方面都比复值离散 Gabor

变换 (CDGT)简单易于实现 ,并且实值离散 Gabor 变换系数与

复值离散 Gabor 变换系数的实部和虚部有着非常简单的关

系 ,因此前者的计算完全可以替代后者的计算 ,从而达到大大

减小 Gabor 复变换系数计算量的目的.

Gabor 变换是重要的时频分析方法之一 ,研究其快速算法

是当前时频分析法中亟待解决的课题之一 ,正如文 [ 11 ]所指

出 :若快速算法不解决 ,许多应用 ,特别是在线处理就无从谈
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起. 为了有效地和快速地计算 RDGT ,本文主要研究一维

RDGT的块时间递归特性和算法以及如何运用并行格型结构

快速实现一维块时间递归 RDGT的方法. 并行格型结构实现

块时间递归 CDGT算法最初由文 [12 ]提出 ,由于其计算复杂

性分摊于各并行处理单元 ,因而计算速度大幅度提高 ,但很遗

憾的是文[12 ]作者的研究仅局限于临界抽样条件下一维离散

Gabor 变换系数的求解 ,没有解决离散 Gabor 逆变换并行算法

问题 ,也没有解决过抽样条件下离散 Gabor 变换和逆变换并

行算法问题. 我们的研究表明 ,不论是在临界抽样条件下还是

在过抽样条件下 ,实值离散 Gabor 变换式及逆变换式都同样

具有块时间递归特性 ,因此完全可以将块时间递归算法的并

行格型结构实现方法进行推广 ,不仅应用于一维 RDGT系数

求解算法 ,而且应用于由变换系数重建原数据算法 (即实值离

散 Gabor 逆变换算法) 的实现 ;适用条件既包括临界抽样条件

又包括过抽样条件.

2 　一维实值离散 Gabor 变换( 12D RD GT)

　　设 x ( k) 表示一个有限的、周期为 L = M�N = �MN 的实序

列 ,一维实值离散 Gabor 展开定义为 :

x ( k) = ∑
M - 1

m =0
∑
N - 1

n =0

a ( m , n) g ( k - m�N) cas (2πnk/ N) (1)

展开系数 a ( m , n) 可从下式获得 :

a ( m , n) = ∑
L - 1

k =0

x ( k)γ( k - m�N) cas (2πnk/ N) (2)

上式中 cas ( x) = cos ( x) + sin ( x) = 2sin ( x +π/ 4) 被称为 Hart2
ley 函数[13 ,14 ] ,式 (2) 被称为实值离散 Gabor 变换式 ,而式 (1) 又

被称为实值离散 Gabor 逆变换式. M 和 N 分别为时、频域中的

抽样点数 ; �M 和 �N 分别为频率和时间的抽样间隔 ;稳定的信

号重建条件是 �N �M ≤L (或 MN ≥1) . 临界抽样出现在 �N �M =

NM = L . 在欠抽样条件 ( MN < L ) 下会丢失信息. 注意综合窗

g ( k) 、双正交分析窗γ( k) 是周期为 L 的实序列.

g ( k) 与γ( k) 的双正交性条件等价于下式 (证明参见文

[8 ]中附录) :

∑
L - 1

k =0

g ( k + mN) ·cas
2πnk

�N ·γ( k) =
L

NM
δmδn

0 ≤m ≤�M - 1 ,0 ≤n ≤�N - 1 　(3)

式中δk 表示 Kronecker delta. 文 [8 ]已论述了在给定综合窗

g ( k)条件下如何从上式求解双正交分析窗γ( k) ,这里不再

赘述.

另外 , RDGT的实系数 a ( m , n) 与 CDGT的复系数 C ( m ,

n) 有下列简单关系[8 ] :

　C( m , n) = [ a ( m , n) + a ( m , N - n) ]/ 2 - j·[ a ( m , n)

- a ( m , N - n) ]/ 2 (4)

这里 j = - 1 ,0 ≤m ≤M - 1 ,0 ≤n ≤N - 1. 因此 , RDGT也提

供了一种更快更有效地计算 CDGT系数的方法.

3 　临界抽样条件下 RD GT的块时间递归算法

　　临界抽样条件下 , L = MN , M = �M , N = �N ,式 (2) 可以写成

下列形式

a ( m , n) = ∑
N - 1

j =0
∑

M - 1

i =0

x ( iN + j)γ( iN + j - mN) cas
2πnj

N
(5)

其矩阵形式为

A = HГX (6)

式中

A = [ a (0 ,0) , a (0 ,1) , ⋯, a (0 , N - 1) , a (1 ,0) ,

　⋯, a ( M - 1 , N - 2) , a ( M - 1 , N - 1) ] T

= [ aT
0 , aT

1 , ⋯, aT
M - 1 ] T (7)

X = [ x (0) , x (1) , ⋯, x ( N - 1) , x ( N) , ⋯,

　x (2 N - 1) , x (2 N) , ⋯, x ( L - 1) ] T

= [ xT
0 , xT

1 , ⋯, xT
M - 1 ] T (8)

H 是 一 对 角 元 素 为 N 点 快 速 一 维 离 散 Hartley 变 换

(DHT) [13 ,14 ]矩阵的块对角矩阵 ,

H = diag[ H ( N) , H ( N) , ⋯H ( N) ] (9)

而 Г为一块循环矩阵 ,

Γ=

Γ0 Γ1 ⋯ ΓM - 1

ΓM - 1 Γ0 ⋯ ΓM - 2

… …

Γ1 Γ2 ⋯ Γ0

(10)

Г中的子块 Гm 为一 N ×N 对角矩阵 ,即

Гm = diag[γ( mN) ,γ( mN + 1) , ⋯,γ( mN + N - 1) ] (11)

式 (6) 也可写成

　　

a0 = H ( N) [Γ0 x0 +Γ1 x1 + ⋯+ΓM - 1 xM - 1 ]

a1 = H ( N) [ΓM - 1 x0 +Γ0 x1 + ⋯+ΓM - 2 xM - 1 ]

　…

aM - 1 = H ( N) [Γ1 x0 +Γ2 x1 + ⋯+Γ0 xM - 1 ]

(12)

设输入信号序列 x ( k) 在输入延迟线上每串行输入 N 个

数据为一个块 ,对应所需要的时间为一块时间 ,输入延迟线总

长为 M + 1 块 ,如图 1 所示.

图 1 　M + 1 块输入延迟线

于是由式 ( 12) , 定

义块时间 t 时刻 RDGT

系数为 :

a0 ( t) = H ( N) [Γ0 xt +Γ1 xt + 1 , + ⋯+ΓM - 1 xt + M - 1 ]

a1 ( t) = H ( N) [ΓM - 1 xt +Γ0 xt + 1 + ⋯+ΓM - 2 xt + M - 1 ]

　…

aM - 1 ( t) = H ( N) [Γ1 xt +Γ2 xt + 1 + ⋯+Γ0 xt + M - 1 ]

(13)

而在块时间 t + 1 时刻的 RDGT系数可采用下列块时间递归

形式

　　

a0 ( t + 1) = a1 ( t) + H ( N)ΓM - 1 ( xt + M - xt)

a1 ( t + 1) = a2 ( t) + H ( N)ΓM - 2 ( xt + M - xt)

　…

aM - 2 ( t + 1) = aM - 1 ( t) + H ( N)Γ1 ( xt + M - xt)

aM - 1 ( t + 1) = a0 ( t) + H ( N)Γ0 ( xt + M - xt)

(14)

在递归开始前 ,先将延迟线所有单元清零 ,并将所有的

ai ( i = 0 ,1 , ⋯, M - 1) 置零. 不难证明 ,若设序列 X 的第一块

数据在块时间 t = 0 时刻串行进入延迟线 ,当 X 全部串行进入

延迟线时刻 ( t = M - 1) ,式 (14) 经过了 M 次递归 ,此时的输

出 ai 即为 X 的 RDGT系数. 而在块时间 t = M 之后 ,由于串行
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输入序列 x ( k) 的周期性 ,式 (14) 中 xt + M = xt ,于是式 (14) 的

递归过程进入稳定阶段.

式 (14) 被称为 RDGT系数的块时间递归求解算式. 由该

式可知 ,每次递归都需要执行 DHT一次. 若将该式改写为

H ( N) - 1 a0 ( t + 1) = H ( N) - 1 a1 ( t) +ΓM - 1 ( xt + M - xt)

H ( N) - 1 a1 ( t + 1) = H ( N) - 1 a2 ( t) +ΓM - 2 ( xt + M - xt)

　…

H ( N) - 1 aM - 2 ( t + 1) = H ( N) - 1 aM - 1 ( t) +Γ1 ( xt + M - xt)

H ( N) - 1 aM - 1 ( t + 1) = H ( N) - 1 a0 ( t) +Γ0 ( xt + M - xt)

(15)

则可看出 DHT实际上可放在递归进入稳定阶段之后执行 ,并

只需执行一次.

块时间递归算法也可用于信号重建 ( RDGT逆变换) 即式

(1) 的计算. 将式 (1) 改写为下列形式 :

x ( k) = ∑
M - 1

m =0

g ( k - mN) ∑
N - 1

n =0

a ( m , n) ·cas
2πnk

N
(16)

其矩阵形式为

X = GHA (17)

式中 G 与 Г构造相似 ,

G =

G0 G1 ⋯ GM - 1

GM - 1 G0 ⋯ GM - 2

… …

G1 G2 ⋯ G0

(18)

其中

Gm = diag[ g ( - mN) , g ( - mN + 1) , ⋯, g ( - mN + N - 1) ]

(19)

式 (17) 又可写成

x0 = [ G0 H ( N) a0 + G1 H ( N) a1 + ⋯+ GM - 1 H ( N) aM - 1 ]

x1 = [ GM - 1 H ( N) a0 + G0 H ( N) a1 + ⋯+ GM - 2 H ( N) aM - 1 ]

　…

xM - 1 = [ G1 H ( N) a0 + G2 H ( N) a1 + ⋯+ G0 H ( N) aM - 1 ] (20)

于是由式 (20) 可定义块时间 t 时刻 RDGT逆变换为 :

　x0 ( t) = [ G0 H ( N) at + G1 H ( N) at + 1 + ⋯

+ GM - 1 H ( N) at + M - 1 ]

　x1 ( t) = [ GM - 1 H ( N) at + G0 H ( N) at + 1 + ⋯

+ GM - 2 H ( N) at + M - 1 ]

　　…

　xM - 1 ( t) = [ G1 H ( N) at + G2 H ( N) at + 1 + ⋯

+ G0 H ( N) at + M - 1 ] (21)

而在块时间 t + 1 时刻的 RDGT逆变换可采用下列递归形式 ,

　　

x0 ( t + 1) = x1 ( t) + GM - 1 H ( N) ( at + M - at)

x1 ( t + 1) = x2 ( t) + GM - 2 H ( N) ( at + M - at)

　…

xM - 2 ( t + 1) = xM - 1 ( t) + G1 H ( N) ( at + M - at)

xM - 1 ( t + 1) = x0 ( t) + G0 H ( N) ( at + M - at)

(22)

注意此时输入信号序列是 A. 式 (22) 就是由 RDGT 系数重建

信号的块时间递归算式 ,其递归过程与 (14) 式类似.

4 　过抽样条件下 RD GT的块时间递归算法

　　过抽样条件下 , L = M�N = �MN 且 L ≤MN. 定义过抽样率β

= M/ �M = N/ �N ,β一般取正整数. 令 i = 0 , 1 , ⋯,β- 1 , j = 0 ,

1 , ⋯, �M - 1 ,且

　X = [ x (0) , x (1) , ⋯, x ( N - 1) , x ( N) , ⋯, x (2 N - 1) ,

x (2 N) , ⋯, x ( L - 1) ] T = [ xT
0 , xT

1 , ⋯, xT

�M - 1
　] T (23)

　ai
j = [ a ( i + jβ,0) , a ( i + jβ,1) , ⋯, a ( i + jβ, N - 1) ] T (24)

Ai = [ ( ai
0) T , ( ai

1) T , ⋯, ( ai

�M - 1
　) T ] T (25)

Γi =

Γi
0 Γi

1 ⋯ Γi
�M - 1

Γi
�M - 1 Γi

0 ⋯ Γi
�M - 2

… …

Γi
1 Γi

2 ⋯ Γi
0

(26)

Γi
j = diag[γ( jN - i�N) ,γ( jN - i�N + 1) , ⋯,γ( jN - i�N + N - 1) ]

(27)

于是式 (2) 可以写成

　a ( i + jβ, n) = ∑
L - 1

k =0

x ( k) ·γ( k - i�N - jN) cas (2πnk/ N) (28)

或矩阵形式 ,

Ai = HΓi X (29)

式中 i = 0 ,1 , ⋯,β- 1 , H 的定义与式 (9) 一样. 与临界抽样条

件下情况类似 ,设输入信号序列 x ( k) 在输入延迟线上每串行

输入 N 个数据为一个块 ,对应所需要的时间为一块时间 ,输

入延迟线总长为 �M + 1 块 ,于是由式 (29) 定义下列块时间递

归形式 :

　　

ai
0 ( t + 1) = ai

1 ( t) + H ( N)Γi
�M - 1 ( xt + �M - xt)

ai
1 ( t + 1) = ai

2 ( t) + H ( N)Γi
�M - 2 ( xt + �M - xt)

　…

ai

�M - 2
　( t + 1) = ai

�M - 1
　( t) + H ( N)Γi

1 ( xt + �M - xt)

ai

�M - 1
　( t + 1) = ai

0 ( t) + H ( N)Γi
0 ( xt + �M - xt)

(30)

式中 i = 0 ,1 , ⋯,β- 1 ,式 (30) 被称为过抽样条件下 RDGT系

数的块时间递归求解算式. 式 (30) 类似于式 (14) ,也同样有类

似于式 (15) 的形式 ,因此式 (30) 中 DHT也可放在递归进入稳

定阶段之后执行 ,并只需执行一次.

再来研究过抽样条件下用于信号重建 (即 RDGT逆变换

式 (1) 的计算) 的块时间递归算法. 令 m = i + jβ,并注意到β�N
= N、β�M = M ,式 (1) 可改写为 :

x ( k) = ∑
β- 1

i =0
∑
�M - 1

j =0
∑
N - 1

n =0

a ( i + jβ, n) g ( k - i�N - jN) cas (2πnk
N

)

= ∑
β- 1

i =0
∑
�M - 1

j =0

g ( k - i�N - jN) ∑
N - 1

n =0

a ( i + jβ, n) cas (2πnk
N

) (31)

或写为矩阵形式

X = ∑
β- 1

i =0

Gi HAi (32)

式中
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Gi =

Gi
0 Gi

1 ⋯ Gi

�M - 1
　

Gi

�M - 1
Gi

0 ⋯ Gi

�M - 2
　

… …

Gi
1 Gi

2 ⋯ Gi
0

(33)

其中
Gi

j = diag[ g ( - jN - i�N) , g ( - jN - i�N + 1) , ⋯, g ( - jN - i�N + N - 1) ]

(34)

同理 ,与式 (32) 对应的块递归形式为 :

　　

x0 ( t + 1) = x1 ( t) + ∑
β- 1

i =0

Gi

�M - 1
　H ( N) ( ai

t + �M - ai
t)

x1 ( t + 1) = x2 ( t) + ∑
β- 1

i =0

Gi

�M - 2
　H ( N) ( ai

t + �M - ai
t)

　…

x
�M - 2
　( t + 1) = x�M - 1 ( t) + ∑

β- 1

i =0

Gi
1 H ( N) ( ai

t + �M - ai
t)

x
�M - 1
　( t + 1) = x0 ( t) + ∑

β- 1

i =0

Gi
0 H ( N) ( ai

t + �M - ai
t)

(35)

注意此时输入信号序列是 Ai . 上式就是在过抽样条件下信号

重建的块时间递归算法 ,其递归过程与式 (22) 类似.

5 　并行格型结构实现块时间递归 RD GT

　　由式 (15) 设计的临界抽样条件下并行格型结构如图 2 所

示 ,最左边的输入延迟线被均分为 M + 1 个块 ,每块由等单元

数 N 的单位延迟器组成 ,右边由 M 个并行格型处理单元组

成 ,每个格型处理单元结构相同 ,主要由一维长度为 N 的分

析窗函数阵列、阵列加法器及 N 点快速 DHT组成 , Z - 1表示

一个块时间单位延迟. 并行格型结构清零后 ,输入信号序列串

行输入到延迟线 ,在延迟线最前端和最末端的二个块数据组

相减后 ,被送入每个并行格型处理单元 ,与分析窗函数阵列相

点乘后产生的信号矢量将在 M 个并行格型处理单元之间递

归传输、相加. 当 M 个块时间递归后 ,即输入信号序列全部进

入延迟线后 ,递归过程进入稳定阶段 ,此时并行格型处理单元

中加法器末端的信号矢量经一次 N 点快速 DHT ,输出即为所

要计算的 RDGT系数.

图 2 　并行格型结构实现临界抽样条件下 RDGT系数求解

比较式 (15) 和式 (22) 可发现 ,两式结构有些不同 ,式 (22)

的并行格型结构实现如图 3 所示. 延迟线输入为 A ,延迟线最

前端和最末端的二个块数据组相减后的块数据 ,先进行 N 点

快速 DHT ,然后再与每个并行格型处理器中综合窗函数阵列

相点乘 ,产生的信号矢量将在 M 个并行格型处理单元之间递

归传输、相加. 当 M 个块时间递归后 ,即输入信号序列 A 全

部进入延迟线后 ,递归过程进入稳定阶段 ,此时并行格型处理

单元中加法器末端的信号矢量即为所要重建的信号序列.

图 3 　并行格型结构实现临界抽样条

件下由变换系数重建原信号

过抽样条件下并行格型阵列的规模是临界抽样条件下的

β倍 ,但基本结构以及信号处理过程类似. 对应于式 (30) 和式

(35) 的并行格型结构分别如图 4 和图 5 所示. 显然 ,当β= 1

时 (临界抽样条件) , 式 (30) 式就是式 (14) , 式 (35) 就是式

(22) ,对应的并行格型结构图也就相同.

图 4 　并行格型结构实现过抽样条件下

RDGT系数求解 ( i = 0 ,1 , ⋯,β- 1)

图 5 　并行格型结构实现过抽样条件下由变换系数重建原信号

以上并行格型结构经过对多个语音信号 (相对幅度在 1

到 - 1 之间) 进行离散 Gabor 变换及逆变换的计算机模拟测试

表明 ,重建信号与原信号的均方误差为 10 - 14数量级 ,由此证

明了并行格型结构实现 RDGT块时间递归算法的可行性.

在串行算法中计算时间取决于总计算复杂性 ;而在并行

算法中 ,由于总计算复杂性分摊于多个结构一致的并行处理

单元 ,因此并行算法的计算时间取决于单个并行处理单元的

计算复杂性.
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不难看出 ,不论在过抽样条件下 (β> 1) ,还是在临界抽样

条件下 (β= 1) ,对应于每输入一块数据 ,求解 RDGT系数的并

行格型结构中每一并行格型处理单元的计算量为 N 点实数

乘和 N 点实数加 ,递归过程结束后 ,再执行一次 N 点一维快

速 DHT(计算复杂性为 Nlog2 N) [13 ,14 ] . 因此对应于整个输入信

号 ( �M 块) ,每一并行格型处理单元的计算复杂性为

L + Nlog2 N

数量级. 同理 ,由变换系数重建信号的并行格型结构中每一并

行格型处理单元的计算复杂性为

L + Llog2 N

数量级. 计算复杂性明显小于目前复值离散 Gabor 变换串行

算法的计算复杂性 ,如文[6 ]中 Gabor 变换系数求解及信号重

建算法复杂性为 ML + Llog2 N 数量级 (文[6 ]只研究了临界抽

样条件下的变换) 、文 [4 ]中 Gabor 变换系数求解算法复杂性

为 ML + �MLlog2 N 数量级、文[7 ]中 Gabor 变换系数求解及信号

重建算法复杂性为 Llog2 (2L) + 2Llog2 M 数量级 (文[7 ]只研究

了临界抽样条件下的变换. 另外 ,尽管文 [7 ]的作者声称算法

复杂性为 Llog2 L 数量级 ,但由其算法可知实际计算复杂性为

Llog2 (2L) + 2Llog2 M 数量级) ,以及文 [ 12 ]中求解离散 Gabor

变换系数的并行格型结构中每一并行格型处理单元的计算复

杂性为 L + Llog2 N 数量级 (文 [12 ]只研究了临界抽样条件下

的离散 Gabor 变换系数求解) ,而且这些算法均涉及复数运算

和 FFT(文[14 ]指出 :快速 DHT比 FFT更快且简单) . 以上计算

复杂性分析说明了 RDGT块时间递归算法的并行格型结构在

计算时间方面所具有的高速和高效性能.

6 　结束语

　　本文论证了一维 RDGT系数求解算法和由变换系数重建

原信号算法 ,不论是在临界抽样条件下还是在过抽样条件下 ,

都同样具有块时间递归特性 ,并提出了相应的块时间递归算

法及其并行格型结构实现方法 ,计算机模拟验证了并行格型

结构实现的可行性 ,计算复杂性分析与比较也说明了 RDGT

块时间递归算法的并行格型结构在计算时间方面所具有的高

速和高效性能. 这种方法由于仅涉及实数运算 ,并可借助于快

速离散 Hartley 变换算法 ,从而使 RDGT的并行格型结构实现

比复值离散 Gabor 变换要简单得多.
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