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正交遗传算法
史奎凡 ,董吉文 ,李金屏 ,曲守宁 ,杨　波

(济南大学信息科学与工程学院 ,山东济南 250022)

　　摘　要 :　本文提出正交遗传算法.该算法把正交设计与遗传算法结合起来 ,用正交设计确定区间水平 ,在每个区

间水平按遗传算法进行搜索 ,正交设计能够发现包含最好解的区间水平 ,再在这个区间水平使用遗传算法进行搜索.

反复使用上述算法 ,当前区间水平变小.最后 ,当前区间水平变为一点了 ,它就是这些区间水平的最优点.借助正交设

计 ,本文证明了正交遗传算法是收敛的和进行了计算机模拟.模拟结果显示该算法是有效的和可行的.
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Abstract :　The paper proposes an Orthogonal Genetic Algorithm(OGA) that combines Genetic Algorithm( GA) with Orthogonal

Design. Orthogonal Design determines interval level ,GA is performed in the interval level. The Orthogonal Design can find an interval

that contains the best solution ,GA is performed again in the interval level ,The Orthogonal Design can again find an interval that con2
tains the best solution ,GA is performed again in the interval level ,the interval level gets smaller and smaller. At last ,it gets one point.

The point is expected optimal point of interval levels. The paper has proved that GA is able to converge to the global optimum. Comput2
er simulation is performed ,the result shows that OGA is efficient and feasible.
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1　引言
　　近 30年来 ,模拟进化的研究 (包括遗传算法、进化规划和

进化策略)取得了长足的进步 ,模拟进化的应用领域几乎涉及

到所有用传统的优化方法难以解决的优化问题 ,比如 ,非线性

函数优化、工程设计的优化、神经网络的权值和拓扑结构的优

化、系统辨识和控制、机器学习、图像处理和智能信息处理等

领域.目前 ,人们不断拓宽遗传算法的应用 ,有人把遗传算法

应用到社会生活某些方面 ,如某些社会组织的进化 [2 ] .还有人

用于程序自动生成 [3 ]和人工生命的研究 [4 ]以及计算机代替人

作曲[2 ] .遗传算法也被用于分类和预测 [5 ] .但是 ,影响遗传算

法应用的主要因素是收敛问题.基本的遗传算法不能保证收

敛全局最优点 ,它阻碍遗传算法的应用.如何使遗传算法收敛

到全局最优是一个很重要的问题 ,因为这是一个能否把遗传

算法应用到许多问题的重要条件.

遗传算法收敛由 Hollond用模式定理证明了 ,但算法收敛

的条件严格.文献[6 ]研究了遗传算法的收敛并给出收敛的充

分条件.文献[7 ]也研究了遗传算法的收敛 ,给出模式定理的

精确的表达式.张铃等在文献 [8 ]对框架定理进行改进.在应

用正交设计工作中 ,值得注意的有 :吴少岩等 [9 ]人把正交设计

引入 GA ,提出一种基于家族优生学的进化算法 ;朱文良等 [10 ]

应用正交表进行寻优 ;丁承民等 [11 ]用正交设计对遗传算法的

参数进行优化 ;Zhang Qingfu等[13 ]用正交遗传算法设计多媒体

多点传输的路由.他们都取得很好的结果.

遗传算法虽然可以稳定收敛 ,但是 ,它局部搜索能力差 ,

所以 ,它经常在无效区间搜索 ,它的收敛速度很慢.使遗传算

法具有局部搜索能力是遗传算法领域的研究热点.为了使遗

传算法具有局部搜索能力 ,文献[12 ]把遗传算法与准牛顿法、

爬山法和 Nelder2Mead’s Simplex methods结合起来 ,发现遗传

算法与准牛顿法的结合使全局优化问题既有遗传算法全局收

敛可靠性又有准牛顿法的高精度.

本文把正交设计与遗传算法结合起来 ,提出正交遗传算

法.该方法的主要内容是用正交设计确定区间水平 ,在每个区

间水平按遗传算法进行搜索 ,正交设计能够发现包含最好解

区间水平 ,再在这个区间水平使用正交设计确定区间水平和

用遗传算法进行搜索.反复使用上述算法 ,当前区间水平变

小.最后 ,当前区间水平变为一点了 ,它就是所寻找的最优点.

因此 ,正交遗传算法一定收敛到正交设计确定区间水平最优

点.这个方法可以提高遗传算法的局部搜索能力.

2　基于精英策略的基本遗传算法
　　策略的基本遗传算法 (以下简称基本遗传算法)基本思想

是把待优化问题的参数编码成二进制位串的形式 ,然后由若

干个位串形成一个初始种群作为待求问题的候选解 ,使用再

生 (Reproduction)、交叉 (Crossover)和变异 (Mutation)三种算子进

行操作 ,在操作中保持最优解不变 ,不断迭代优化 ,直到找到

全局最优解.

算法过程如下 :

Step1　初始化 :随机产生一个规模为 P的初始种群 ,其

中每个个体为二进制位串的形式 ;
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　　Step2　计算种群中每个个体的适应值和保留适应值最好

的个体 ;

Step3　再生 :根据每个个体的相对适应值 ,计算每个个体

(亦称染色体)的再生次数 ,并进行再生操作 ;

Step4　交叉 :从种群中随机选择两个染色体 ,按一定的交

叉概率 Pc进行基因交换 ,交换位置的选取也是随机的 ;

Step5　变异 :从种群中随机选择一个染色体 ,按一定的变

异概率 Pm进行基因变异 ;

Step6　若发现全局最优解 ,则算法停止 ;否则 ,转 Step2.

Goldberg证明基本遗传算法在某些情况下易收敛到局部

极值 ,因此 ,人们对基本遗传算法提出许多改进.本文针对基

本遗传算法的收敛到局部极值这点进行改进.

3　正交设计法和它的性质
　　在工业和农业生产及科学实验中 ,为了试制新产品 ,改革

工艺 ,寻找优良的生产条件 ,需要安排一系列的实验.全面实

验时 ,往往成本高 ,并且 ,由于种种条件的限制 ,往往不能做

到.正交设计法[1 ]是一种通过少数次试验 ,就能找到最好或较

好的试验条件.因此 ,它被广泛地用于寻优.在寻优时 ,先确定

影响指标的因素和水平 ,再选择适当的正交表 ,即可按正交表

安排试验 ,最后 ,分析试验的结果和发现较好的水平.当然 ,重

复上述过程可以发现更好的结果.正交设计寻优类似一般寻

优过程 ,只不过它把寻优的变量和变量的取值分别叫做因素

和水平.在多因素和多水平的实验中 ,若把每个因素和水平的

组合都做一次试验 ,则称实验为完全试验 ,否则就称为部分试

验.我们用几个部分试验代替完全试验 ,或用完全试验得到最

优解所在的水平 ,进一步缩小水平 ,再做试验 ,提高解的精度.

如何选择部最优解所在的水平从而达到上述目的呢 ?正交表

能够帮助我们选择确定最优解所在的水平.为此 ,引入下述定

义.

定义 1　A是一个 n×m矩阵 ,它的第 j列的元素为由数

码 1 ,2 , ⋯, tj ( j = 1 ,2 , ⋯, m)所构成.它的任两列中 ,同行元素

所构成的元素对是一个完全对 ,而且 ,每对出现的次数相同 ,

则称 A是正交表.简记为 Ln ( t1 ×t2 ×⋯×tm) = Ln ( tm) , n为

试验数 , m为因素数 , t 为水平数.这里所谓的完全对是这样

的 ,今有两组元素 A1 , A2 , ⋯, Ar与 B1 , B2 , ⋯, Bs ,我们把 rs个

元素对 ( A1 , B1) , ( A1 , B2) , ⋯, ( A1 , BS ) , ( A2 , B1 ) , ( A2 , B2 ) ,

⋯, ( A2 , BS) , ⋯, ( Ar , B1) , ( Ar , B2) , ⋯, ( Ar , BS ) ,叫做由元素

A1 , A2 , ⋯Ar与 B1 , B2 , ⋯Bs所构成的完全对.

正交表有下列性质 :

(1)它的任两个元素都构成有相等重复的完全试验.但

是 ,一般来说 ,却不能构成有 m个因素的完全试验.

(2)在第 i , j两列所构成的水平对中 ,每个水平对都重复

出现 n/ titj次 ,其中 n为试验数.

(3)每一列中各水平出现的次数相同 ,如第 j列中 ,每个

水平都出现 n/ tj次 , ( j = 1 ,2 , ⋯, m) .

为了评价正交表寻优的性能 ,文献[9 ]有下述结论 :

定理 1　若ξ的分布函数 f ( x)连续 ,ξ1 ,ξ2 , ⋯,ξn 是简单

随机子样 , 记 ξ3
1 ≤ξ

3
2 ≤ ⋯ξ

3
n 为其顺序统计量 , 则

E[ f (ξ3
t ) ] = t/ ( n + 1) ( t = 1 ,2 , ⋯, n) ,其中 (ξ3

1 = min
1 Φ i Φ n
ξ3

i ,

ξ3
n = max

1 Φ i Φ n
ξ3

i .

文献[9 ]所得到的结论是某次正交试验的结果以比例 N/

( N + 1) 优于总体中的试验结果 ,而以比例 1/ ( N + 1)劣于总

体中的试验结果. N为正交表所确定的试验数.

在某次正交试验中 ,正交表能够用较少试验 ,得到较好或

最好的试验结果 ,但不能保证每次试验结果总是最好的 ,并且

它的每个水平是一个确定的值 ,故需要改变以便适应遗传算

法的需要.因此 ,有下面定义 :

定义 2　区间水平被定义为遗传算法的搜索的定义域被

正交表 Ln ( tm )所确定的水平数等分所得到的部分区间.显

然 ,在不同的输入变量的定义域上 ,区间水平的大小是不同

的.它们相当于正交试验的水平.

定义 3　遗传试验被定义为每个染色体在区间水平上的

一次实现.我们把正交试验法与遗传算法相结合的寻优的方

法叫做正交遗传试验.

定义 4　正交最优解指在正交遗传试验中所获得的最优

解.值得注意的是正交最优解不一定是全局最优解.

定义 5　自动区间水平指程序反复使用正交表时 ,程序

本身根据需要所确定的区间水平.

定义 6　强制区间水平指人给使用正交表的程序指定的

区间水平.

在遗传算法中 ,种群用二进制数或者用十进制数表示.今

假定用二进制数表示种群 ,则解码公式为

F( biti1 , biti2 , ⋯, bitik) = Ri +
Ti - Ri

2 k - 1 ∑
k

j =1

bitij2
j - 1

其中 ( biti1 , biti2 , ⋯, bitik)为某个种群的第 i 段 ,每段段长都为

k , Ti和 Ri是染色体第 i段变量 Xi 的定义域的两个端点.根据

上述公式 ,我们定义下列概念.

定义 7　如果种群中每段段长都为 k ,我们定义
Ti - Ri

2 k - 1
为

第 i个分量的分辩率 Wi .

当段长固定时 ,分辨率的大小与每个段变量的 Ti 和 Ri

有关 ,即变量的定义域大小决定了分辨率的大小.分辨率的大

小反映了遗传算法解的精度 ,或者说解的误差.显然 ,若强制

区间水平变小时 ,正交遗传算法解的精度会变高 ,它的误差会

变小.这正是我们所期待的.

定理 2　在正交遗传试验中 ,若遗传试验是独立的且指

定获得最优解概率 ,则正交遗传试验以确定的染色体数发现

该次正交遗传试验的包含最好解区间水平.

证明　由于遗传试验是独立的 ,故正交遗传试验的结果

是一个符合二项分布的多重贝努利试验.如果使用的正交表

是Ln ( tm) , n次的试验结果以概率 n
n + 1
获得最优试验结果而

以概率 1
n + 1
不能获得最优试验结果.设 P( X≥1)为获得一次

以上最优试验结果概率 ,则有 P ( X ≥1) = 1 - (1 -
n

n + 1
) m . m

是遗传试验次数 (染色体数) ,所以 m = log (1 - P ( X ≥1) ) / log

( 1
n + 1

) ,在每次正交遗传试验中 ,则我们至少做 m 个遗传试
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验才能获得最优解及其区间水平.因此 ,染色体数与最优试验

结果概率有关.这个关系可以作为选择染色体数的依据.

定理 3 　若 F ( x1 , x2 , ⋯, xn)在区间 [ a1 , b1 ] , [ a2 , b2 ] ,

⋯, [ an , bn ]上有定义且有确定的函数值 ,在正交遗传算法中 ,

重复使用正交表和定理 2中所确定的遗传试验数 ,当区间水

平的大小ε→0 ,此时的区间水平解就是正交最优解.

证明　设所使用正交表 Ln ( tm ) , tm 是完全试验数 , n 是

部分试验数 , t是水平数 , m 是变量数.在第一次正交遗传试

验中 ,任一变量 ,如第 i 个变量的自动区间水平是 [ ai , bi ] ( i

= 1 ,2 , ⋯, n) ,按推论中所确定的遗传试验数进行一次正交遗

传试验 ,一定能发现本次试验的最好结果 R1 及其所在的自

动区间水平.今设它在第 j个自动区间水平 ,这个自动区间水

平的大小是εij1 = ( bij - aij) / t , ( j = 1 ,2 , ⋯, t , i = 1 ,2 , ⋯, n) ,

R1 <εij1 .在当前自动区间水平εij1上再进行一次正交遗传试

验 ,当前自动区间水平εij2 = ( bij - aij) / t2 ( j = 1 ,2 , ⋯, t , i = 1 ,

2 , ⋯, n) .一直到进行第 k次正交遗传试验后 ,它的最好结 Rk

所在的第 j个自动区间水平εijk = ( bij - aij) / tk ( j = 1 ,2 , ⋯, t , i

= 1 ,2 , ⋯, n) , Rk <εijk .依此法继续下去 ,可以得到一个闭区

间序列{εijk} ,并且满足 :对每一个变量 xi 的自动区间水平的

一切 k = 1 ,2 , ⋯都有

(1) [ ai , bi ] =εij1 =εij2 = ⋯=εijk ;

(2) |εijk| = [ ai , bi ]/ tk →0 (因为 t > 1 , tk →∞) ;

(3)最好结点 Ri始终包含在εijk中.

根据闭区间套原理 ,存在唯一的一点 Rk 属于[ ai , bi ] , Rk 就是

正交最优解.证毕.

4　正交遗传算法
　　在正交遗传试验中 ,用正交表把遗传算法中的定义域划分

为若干个相等的区间水平 ,在每个区间水平中用染色体做正交

试验 ,每个染色体就是一次遗传试验 ,按定理 1中确定的遗传

试验数做正交遗传试验 ,就能获得正交设计所确定区间水平内

的最优解.但是 ,使用一个正交表只能获得正交设计所确定区

间水平内正交最优解.如果全局最优解不在正交设计所确定区

间水平内 ,还不可能获得全局最优解.解决的方法是选用不同

的正交表进行完全试验 ,这样就可以获得全局最优解.

算法第一步是用某一个正交表确定正交最优解 (相当于

粗选区间水平 ,为了省时间精度不用很高或每个区间水平运

行代数不用太多 ,大约是 40 - 60代) .算法如下 :

(1)根据优化的条件 ,选定正交表和终止精度δ(代数) .

(2)把遗传算法中每个变量的当前搜索区间按选定的正

交表的水平数要求划分自动区间水平.

(3)在每个区间水平中 ,按定理 2中 (当然 ,遗传试验数也

可以比理论要求多些 ,也是可以的)要求确定遗传试验数.

(4)用遗传算法在每个自动区间水平中做遗传试验.

(5)确定最好解所在的区间水平为当前自动区间水平.

(6)若自动区间水平的大小ε<δ,在当前自动区间水平

获得的解即是正交最优解 ,停止 ;否则 ,返回 2.

算法的第二步是从若干个正交最优解中确定强制区间水

平.

( a)从正交最优解中确定正交最优解和它的区间水平.

( b)选择正交表和确定强制区间水平.

( c)在强制区间水平上 ,使用算法第 1步的过程 .但是 ,要

适当地提高运算精度.

( d)反复上述过程 ,一直到满意的精度为止.

5　模拟实验
　　我们做的模拟实验有 : (1)正交遗传算法与基本遗传算法

对比. (2)同一个正交表 ,但不同的变量区间水平组合. (3)不

同因素的正交表对比.选取的正交表是 L9 (34)和 L4 (23) ,第一

个表的完全试验数是 27 ,部分试验数是 9 ,区间水平数 3 ,变量

数是 4 ,实际使用 3个变量 .第二个表的完全试验数是 6 ,部分

试验数是 4 ,区间水平数 2 ,变量数是 3 ,实际使用 2个变量 .测

试函数是

f ( x , y , z) = 015 -
sin2 x2 + y2 + z2 - 015

(1 - 01001 ( x2 + y2 + z2) ) 2

+ 015 -
sin2 ( ( x - t) 2 + y2 + z2 ) - 015
(1 - 01001 ( ( x - t) 2 + y2 + z2) ) 2

+ 015 -
sin2 ( x2 + ( y - t) 2 + z2 ) - 015
(1 + 01001 ( x2 + ( y - t) 2 + z2) ) 2

+ 015 -
sin2 ( ( x - t) 2 + ( y - t) 2 + z2 ) - 015
(1 + 01001 ( ( x - t) 2 + ( y - t) 2 + z2) ) 2

+ 015 -
sin2 ( ( x + t) 2 + y2 + z2 ) - 015
(1 + 01001 ( ( x + t) 2 + y2 + z2) ) 2

+ 015 -
sin2 ( x2 + ( y + t) 2 + z2 ) - 015
(1 + 01001 ( x2 + ( y + t) 2 + z2) ) 2

+ 015 -
sin2 ( ( x + t) 2 + ( y - t) 2 + z2 ) - 015
(1 + 01001 ( ( x + t) 2 + ( y - t) 2 + z2) ) 2

+ 015 -
sin2 ( ( x - t) 2 + ( y + t) 2 + z2 ) - 015
(1 + 01001 ( ( x - t) 2 + ( y + t) 2 + z2) ) 2

　+ a (015 -
sin2 ( ( x + t) 2 + ( y + t) 2 + ( z + t) 2 ) - 015
(1 + 01001 ( ( x + t) 2 + ( y + t) 2 + ( z + t) 2) ) 2 )

此函数有 3个自变量和 8个局部极值点 ,只有一个点为

全局极值.全局极值的大小和位置由 a和 t 决定 , a控制函数

极值的大小 , t控制函数极值的位置.每个局部极值点和全局

极值附近有一个圈脊 ,它有无数个次局部极点.当自变量的定

义域为 : - 280 < x , y , z < 280. t = - 150 , a = 4时 ,全局极值是

719995584 ,全局解的位置是 x = y = z = 150.从表 1和表 2可

以看到 :正交遗传算法与基本遗传算法对比的结果.正交遗传

算法能够很快地到达全局最大点 ,而基本遗传算法运行了

406175代 ,还没有获得全局最优解.因此可以说 ,正交遗传算

法对有许多局部极值点的复杂函数是可行的和很有效的.正

交遗传算法的速度比基本遗传算法的速度快 ,并且 ,正交遗传

算法解的质量比基本遗传算法的好.从表 3到表 5可以看到 :

同一个正交表 ,但不同的变量区间水平组合对比的模拟结果.

由于 L9 (34)是一个部分试验表 ,对于某一个区间水平来说 ,用

它做正交遗传试验时 ,每次都可以获得该区间水平组合的正

交最优解.但是 ,不一定是全局最优解.因为该正交表的区间

水平组合可能不包括全局最优解所在的区间水平 ,故不能获

得全局最优解.因此 ,正交表的选取是获得全局最优解的关

键.选取优良正交表的方法是[1 ] :用不同区间水平组合的正交
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表 1　基本遗传算法

代数 解 函数值

406

175

x = 15213291

y = 14719626

z = 15015181

71961341

表 2　三个不同区间水平正交表

L9 (34)正交遗传算法的总结果

代数 解 函数全局极值

7200

x = 14919997

y = 14919995

z = 14919994

719995582

表 3　一个不同区间水平正交表

L 9 (34)部分试验结果 (1)

代数 解 函数局部极值

1440

x = 15312540

y = 14810831

z = 14112712

7168792

表 4　一个不同区间水平正交表

L 9 (34) 部分试验结果 (2)

代数 解 函数局部极值

1440

x = - 27711582

y = 1531987

z = - 217886

610021

表 5　一个不同区间水平正交表

L 9 (34)部分试验结果 (3)

代数 解 函数局部极值

1440

x = 13213005

y = 1018005

z = 3818628

6106137

表 6　正交表 L 4 (23) 部分试验结果

代数 解 函数局部极值

4160

x = 14919998

y = 14919995 7199962

表L9 (34)进行多次部分试验.根据函数值和正交表 ,我们可以

推断全局最优解可能在 L9 (34) 部分试验结果 (1)所确定的区

间水平内.我们缩小函数的定义域 ,指定新的强制区间水平 ,

再用不同区间水平组合的正交表 L9 (34)确定全局最优解可能

属于的区间水平 ,进一步缩小函数的定义域和指定新的强制

区间水平 ,重复这个过程一直到获得全局最优解 ,结果见表

2.从表 2和表 6可以看到 :不同因素的正交表对比结果.正交

表 L4 (23)对于 2个变量来说是进行完全试验 .测试函数形式

与上边的测试函数相同 ,只是去掉了第三个变量 z.它有二个

水平 ,共有 4个完全试验 ,可以用正交表一次获得全局最优

解.测试函数的全局最优解是 7199962 ,解的位置是 x = y =

150.结果见表 6.显然 ,使用多个不同区间水平组合的正交表

或完全试验的正交表 ,正交遗传算法都能够获得全局最优解.

6　结论
　　正交遗传算法把正交设计法与遗传算法结合起来 ,用正

交表确定区间水平 ,在每个区间水平按遗传算法进行搜索 ,比

较每个区间水平的结果 ,可以确定出正交最优解所在的区间

水平 ,再缩小区间水平 ,再重复使用上述算法 ,当前区间水平

的大小不断减小.最后 ,当前区间水平的大小趋于零 ,也就是

当前区间水平变为一点了 ,它就是所寻找的最优点.通过比较

多个正交表的正交实验结果 ,正交遗传算法一定能够获得全

局最优解 ,它的解精度高和速度快.本文证明了正交遗传算法

的收敛性 ,并且 ,算法对函数没有特殊要求和具有较高的并行

性.这个算法在自变量定义域很大 ,比其他遗传算法更有优越

性.本文提出的正交遗传算法与文献 [ 11 ]和 [14 ]的正交遗传

算法主要不同是本文的算法通过重复使用不同的正交表来获

得全局最优解 ,也就是主要通过改变函数的定义域来得到全

局最优解.对某一个正交表本文来说 ,所得到的最优解很可能

不是全局最优解 ,因为它只是部分实验.在文献 [ 11 ]和 [14 ] ,

作者使用正交设计解决一些工程问题 ,没有解决这一个问题.

本文提出的方法的不足之处是有时找不到合适的正交表 ,自

己设计正交表又不是件容易的事 ,所以有时影响算法的应用.

另外一个不足之处是算法过程比较复杂些.
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