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摘 要： ３ｘ＋１推广函数 Ｔ（ｘ）的不动点性质及存在区域分析是分形中的一个重要研究问题．Ｔ（ｘ）是结构复杂
的超越函数，其在复平面上的不动点难于求解，不动点性质难于估计，这成为进一步研究 Ｔ（ｘ）动力系统的一个障碍．
首先通过 Ｔ（ｘ）的拓扑不变性，给出了 Ｔ（ｘ）在复平面上存在不动点的构造性证明，分析了不动点的存在区域及其性
质．根据存在区域，给出了 Ｔ（ｘ）的不动点在复平面上的分布．通过不动点的分布，提出了一种求 Ｔ（ｘ）不动点的数值算
法．找到了 Ｔ（ｘ）在复平面上的多个收敛域，并绘制了收敛域处的分形图形．数值实验结果表明，本文算法正确、简捷．

关键词： 分形；３ｘ＋１推广函数；不动点；存在区域；逃逸时间；数值算法
中图分类号： ＴＰ３０１ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１１）１０２２８２０６

ＥｘｉｓｔｅｎｃｅＤｏｍａｉｎＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＮｕｍｅｒｉｃａｌＡｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆＦｉｘｅｄＰｏｉｎｔ
ｆｏｒＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ３ｘ＋１ＦｕｎｃｔｉｏｎＴ（ｘ）

ＬＩＵＳｈｕａｉ，ＣＨＥＸｉａｎｇｊｉｕ，ＷＡＮＧＺｈｅｎｇｘｕａｎ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＪｉｌｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ，Ｊｉｌｉｎ１３００２１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ３ｘ＋１ｆｕｎｃｔｉｏｎＴ（ｘ），ｔｈｅｆｅａｔｕｒｅｏｆｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｓａｎｄｔｈｅｉｒｅｘｉｓｔｅｎｃｅｄｏｍａｉｎａｎａｌｙｓｉｓｉｓａｎｉｍｐｏｒ
ｔａｎｔｐｒｏｂｌｅｍｉｎｆｒａｃｔａｌ．Ｔ（ｘ）ｉｓａｃｏｍｐｌｅｘｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｉｔｓｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｉｎＣｐｌａｎｅｉｓｈａｒｄｌｙｔｏｓｏｌｖｅ．Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ，ｔｈｅ
ｆｅａｔｕｒｅｏｆｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｉｓｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏａｎａｌｙｚｅ．ＡｌｌｔｈｅｓｅｂｅｃｏｍｅａｎｏｂｓｔａｃｌｅｆｏｒｔｈｅｆｕｒｔｈｅｒｓｔｕｄｙｏｆＴ（ｘ）ｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．Ｉｎｔｈｉｓｐａ
ｐｅｒ，ＢｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆＴ（ｘ），ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅｌｙｐｒｏｖｅｄｉｔｓｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｉｎＣｐｌａｎｅｆｉｒｓｔｌｙ．Ｔｈｅｎｗｅｇｉｖｅｔｈｅ
ａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｄｏｍａｉｎｏｆｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｓａｓｗｅｌｌａｓｔｈｅｉｒｆｅａｔｕｒｅ．ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｄｏｍａｉｎｏｆＴ（ｘ）ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｓ，ｗｅ
ｅｓｔｉｍａｔｅｄｔｈｅｉｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｉｎＣｐｌａｎｅ．ＳｏｗｅｐｕｔｆｏｒｗａｒｄａｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｓｏｆＴ（ｘ）ｂｙａｎａｌｙｚｅｄ
ｔｈｅｂａｓｉｓｏｆｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎｅｄｓｏｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｄｏｍａｉｎｓｏｆＴ（ｘ）ｉｎＣｐｌａｎｅａｎｄｄｒｅｗｆｒａｃｔａｌｉｍａｇｅｏｆｔｈｅｓｅ
ｄｏｍａｉｎｓ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｃｏｒｒｅｃｔａｎｄｅａｓｙｔｏｉｍｐｌｅｍｅｎｔ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｆｒａｃｔａｌ；ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ３ｘ＋１ｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ；ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｄｏｍａｉｎ；ｅｓｃａｐｅｔｉｍｅ；ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

１ 引言

许多学者对Ｃｏｌｌａｔｚ提出的３ｎ＋１问题进行了研究，
且将其归纳为３ｎ＋１猜想［１，２］．许多学者对此问题进行
了深入的研究，得出了一些结果［３］．随着 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ构
造出具有当今混沌动力学标志的 ｆ（ｚ）＝ｚ２＋ｃ的 Ｍ
集［４］，标志了分形学科的诞生．分形随即广泛应用于包
括计算机图形学在内的各个计算机领域［５，６］．同样，应
用分形研究３ｎ＋１猜想也同时出现．

为将３ｎ＋１问题推广至复平面，Ｐｅ和 Ｄｕｍｏｎｔ分别
构造了３ｘ＋１函数和３ｘ＋１推广函数．并用分形分别对
这两个函数进行了分析，构造出具有良好视觉效果的分

形图形［７，８］．王兴元［９］对３ｘ＋１推广函数 Ｔ（ｘ）和 Ｃ（ｘ）
进行了比较，并通过两者分形图形的对比，给出了３ｘ＋
１推广函数在实轴附近具有分形特征的结论．文献［１１］
研究了 Ｔ（ｘ）在实轴上的不动点分布及其性质，并分析

了 Ｔ（ｘ）＝１２［ｘ３
ｓｉｎ２（πｘ２）＋ｓｉｎ２（πｘ２）］的特征点，绘制了分

形图形．进而，又对 Ｔ（ｘ）的近似函数在复平面上的不动
点性质进行了研究．但是，Ｔ（ｘ）在复平面上不动点的性
质及分布问题始终没有得到解决．

为研究 Ｔ（ｘ）的不动点性质和分布，需要找到 Ｔ（ｘ）
的不动点，这相当于解方程 Ｔ（ｘ）＝ｘ．现阶段尚没有很
好的求解此类方程的方法．王则柯［１０］等对 Ｋｕｈｎ算法进
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行改进，得到了一种求复平面超越函数不动点的方法．
但是此方法需要一定初始条件，且无法限定解的区域．
如果将 Ｔ（ｚ）＝ｚ（ｚ为复数）转化为方程组求解，其计算
又很困难．龙云亮［１１］等提出了基于围线积分和 Ｋｕｈｎ算
法的方法，但需要在给定区域求 ｘｋ·（Ｔ′（ｘ）－１）／
（Ｔ（ｘ）－ｘ）的围线积分（ｋ为区域解数目），再利用Ｋｕｈｎ
方法求解．虽然这种方法能得到数值解，但是求解过程
比较费时，且没有充分利用 Ｔ（ｚ）本身的性质．

本文构造性地证明了 Ｔ（ｘ）在复平面上实轴外存
在不动点，并通过构造过程得到了不动点的分布，给出

了 Ｔ（ｘ）在复平面上 ｙ＝±ｉ外的不动点及收敛域．基
于 Ｔ（ｘ）的拓扑不变性，提出了一种求解 Ｔ（ｘ）在复平
面上不动点的数值算法．实现了在 Ｔ（ｘ）不动点附近的
分形图形，且验证了其分形性质．实验结果证明，本文
算法能够有效地求解 Ｔ（ｘ）在复平面上给定区域的不
动点．

２ Ｔ（ｘ）在实轴上的不动点存在区间

将 Ｔ（ｘ）的定义域扩展到复平面，自变量 ｘ改写为

ｚ，则 Ｔ（ｚ）＝１２［ｚ３
ｓｉｎ２（πｚ２）＋ｓｉｎ２（πｚ２）］．令 ｚ＝ａ＋ｂｉ，Ｔ（ｚ）

＝ａ１＋ｂ１ｉ，令 ｕ＝１２－ｃｏｓπａ·
ｅπｂ＋ｅ－πｂ
４ ，ｖ＝ｓｉｎπａ·

ｅπｂ－ｅ－πｂ
４ ．若令 ｚ＝ｒｅθｉ，则 Ｔ（ｚ）＝１２３

ｕ·ｒ·ｅｉθ１＋ｕ＋ｖｉ２

（θ１＝θ＋ｖｌｎ３）．因为 ｕ２＋ｖ２＝（
ｃｏｓπａ
２ －ｅπ

ｂ＋ｅ－πｂ
４ ）２，因

此可令 ｒ１＝
ｅπｂ＋ｅ－πｂ－２ｃｏｓπａ

４ ，ｕ＋ｖｉ＝ｒ１·ｅｉφ．此时若

令 ｚ１＝
１
２３

ｕ·ｒ·ｅｉθ１，ｚ２＝
１
２ｒ１·ｅ

ｉφ，则 Ｔ（ｚ）＝ｚ１＋ｚ２．由此

知定理１．

定理１ 除０点外，当｜３ｕ－
ｒ１
ｒ｜＞２时，｜Ｔ（ｚ）｜＞｜ｚ

｜，当３ｕ＋
ｒ１
ｒ＜２时，｜Ｔ（ｚ）｜＜｜ｚ｜．

证明 因为 Ｔ（ｚ）＝ｚ１＋ｚ２，则｜ｚ１－ｚ２｜＝
ｒ
２｜３

ｕ－

ｒ１
ｒ｜≤｜Ｔ（ｚ）｜≤

ｒ
２｜３

ｕ＋
ｒ１
ｒ｜＝｜ｚ１＋ｚ２｜（ｒ≠０）．命题得

证．证毕．
由定理１可知推论１．

推论１ 除０点外，当｜３ｕ－
ｒ１
ｒ｜＞２或｜３

ｕ＋
ｒ１
ｒ｜＜２

时，ｚ不是Ｔ（ｚ）不动点．

由此可知，Ｔ（ｚ）的不动点应满足｜３ｕ－
ｒ１
ｒ｜≤２且｜

３ｕ＋
ｒ１
ｒ｜≥２，设 ｆ（ａ，ｂ）为｜３

ｕ－
ｒ１
ｒ｜≤２，ｇ（ａ，ｂ）为｜３

ｕ

＋
ｒ１
ｒ｜≥２．则在 ｆ、ｇ中令ｂ＝０可以得到 Ｔ（ｘ）在实轴上

的不动点的存在区间，如性质１所示．
性质１ Ｔ（ｚ）在实轴（ｋ，ｋ＋１）上存在不动点 ａ，且

ａ满足１－２ｌｏｇ３（２＋１／ｋ）≤ｃｏｓπａ≤１－２ｌｏｇ３（２－１／ｋ），

当｜ｋ｜→∞时 ａ→ｋ＋（－１）ｋ
２
π
ａｒｃｓｉｎ ｌｏｇ３槡 ２＋ｍｏｄ２（ｋ）

≈ｋ＋（－１）ｋ·０５８４３＋ｍｏｄ２（ｋ）（ｍｏｄ２（ｋ）为 ｋ对 ２取
余的结果）

证明 ｂ＝０时，ｆ为｜３ｓｉｎ
２
（πａ２）－

ｓｉｎ２（πａ２）

｜ａ｜ ｜≤２，ｇ为｜

３ｓｉｎ
２
（πａ２）＋

ｓｉｎ２（πａ２）

｜ａ｜ ｜≥２．由推论１，若 ａ为不动点则需同

时满足ｆ，ｇ．故 ａ→∞时，３ｓｉｎ
２
（πａ２）→２．解之可得 ａ→ｋ＋

（－１）ｋ２
π
ａｒｃｓｉｎ ｌｏｇ３槡 ２＋ｍｏｄ２（ｋ）．证毕．

３ Ｔ（ｚ）在复平面上的不动点存在区域

将实轴的结论推广到复平面，则 Ｔ（ｚ）的不动点同
样满足推论 １．因此可由 ｆ和 ｇ限定不动点的存在
区域．

显然易知 ｆ、ｇ在ｘ＝２ｋ附近同样可构成类似的区
域，而在 ｘ＝２ｋ＋１附近 ｆ和ｇ交集为空．为清楚的说明
函数的性质，本文用 ｍａｔｌａｂ中的绘图函数 ｐｌｏｔ和ｅｚｐｌｏｔ

对各类函数进行了绘制，如图 １所
示．

图１描述了 ｆ与ｇ的性质．图１
可直观的看出 ｆ和ｇ的交集，其中
内层为 ｇ边界，外层为 ｆ边界．同时
可看出各个不动点存在区域的关

系．由 ｆ、ｇ的定义知，其中 ｆ、ｇ的边
界与实轴的交点必定是 Ｔ（ｚ）在实
轴上的不动点或其相反数．同时由
ｕ，ｒ１，ｒ的定义可知，ｆ和ｇ均关于ｘ
轴和ｙ轴对称．又有 Ｔ（ｚ）关于 ｘ轴
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对称，因此，本文仅考虑 ａ≥０，ｂ≥０的情况．
由于 ｆ与ｇ的交集分为若干个相互独立的区域，由

于 ｂ＝０时每个独立区域在实轴达到极值，由此可以用
实轴上不动点的边界将复平面进行划分．由性质１有：
设 ｋ为偶数，由 ｘ＝ｋ－０５８４３，ｘ＝ｋ＋０５８４３，ｙ＝０，ｙ
＝１组合得到区域为 Ｑ．对 Ｑ进行Ｔ映射后结果区域为
Ｔ（Ｑ）．比较 Ｑ与Ｔ（Ｑ）可知 ＱＴ（Ｑ）．
当 ｋ＝２时，对 Ｑ区域取Ｔ如图２（ａ）所示，其中内

层的矩形区域为 Ｑ．从图中可以明显看出 ＱＴ（Ｑ）．
由此可知，当 ｋ取大于 ０的偶数时，由 ｘ＝ｋ－

０５８４３，ｘ＝ｋ＋０５８４３，ｙ＝０，ｙ＝１构成的区域中必有
ＱＴ（Ｑ）．用 ａ＝ｋ将区域Ｑ划分为区域Ｑ１和 Ｑ２，通
过计算 Ｑ１与 Ｑ２的公共边界 Ｔ（ｋ＋ｂｉ）可知 Ｔ（ｋ＋ｂｉ）
随 ｂ增大接近实轴，可以将其近似看作实轴 Ｑ的左侧
的一条线段．因此，将 Ｑ划分为Ｑ１与 Ｑ２可知，Ｑ１Ｔ
（Ｑ１），Ｑ２Ｔ（Ｑ２）．

对图２（ａ）中 Ｑ用ｘ＝２分割成 Ｑ１与 Ｑ２分别取 Ｔ
可得图２（ｂ）和图２（ｃ），由此同样可以验证结论．

事实上，由于 Ｔ（ｚ）也有为２近似周期，因此对不同
的 ｋ得到的Ｑ与Ｔ（Ｑ）的区域应彼此近似．图３说明了

这种近似．由图３可以看出，在偶数点附近的 Ｔ（Ｑ）均
存在这种相似关系．由于 Ｔ连续可逆，因此可知每个 Ｑ
内均存在Ｔ的不动点．当 ｋ＝２时，求得不动点为１４５１０
＋０９６００ｉ与 ２５０７９＋０９４４９ｉ．当 ｙ增大时，我们可以
利用文献［１２］中求得的 Ｂ（ｚ）的不动点来近似给出 Ｔ
（ｚ）不动点的限定区域．

ＳＴＥＰ１．对任意自然数 ｎ，计算 Ｃ１＝２－４ｌｏｇ３２，Ｃ２＝
８ｎπ
ｌｎ３；

ＳＴＥＰ２．计算 Ｍ＝
Ｃ２１＋Ｃ２２＋ （Ｃ２１＋Ｃ２２）２－８Ｃ２１＋８Ｃ２２槡 ＋３２

２ ；

ＳＴＥＰ３．计算 ｂ＝
ｌｎ（Ｍ＋ Ｍ２槡 －４

２ ）

２π
，ａ＝

ａｒｃｃｏｓ（
Ｃ１
Ｍ槡 ＋２

π
．

在文献［１２］中给出了求 Ｔ（ｚ）近似函数 Ｂ（ｚ）＝１２

ｚ３ｓｉｎ
２
（πｚ２）不动点的算法如下：

则 ｚ＝ａ＋ｂｉ为Ｂ（ｚ）的基本不动点，对应的２ｎ±ａ
±ｂｉ也为不动点．
由 Ｂ（ｚ）的不动点构造性的给出 Ｔ（ｚ）不动点的存

在区域，可得性质２．

性质２ 任取整数 ｎ＞１时解 Ｂ（ｚ）不动点的虚部
为 ｂｎ，则由 ｙ＝ｂｎ－１，ｙ＝ｂｎ，ｘ＝ｋ，ｘ＝ｋ＋１限定的区域
Ｑ满足性质２，其中 ｋ为任意正整数．
设满足条件的 Ｂ（ｚ）的不动点为 ｚｎ＝ａｎ＋ｂｎ．由文

献［１２］知 ｕｎ＝ｌｏｇ３２，ｖｎ＝２πｎ／ｌｎ３，因此 Ｔ（ｚｎ）≈ｚｎ＋
０３１５５＋２８５９６ｎ·ｉ．再分析 Ｔ（ｚ）的导数可知其在 Ｂ
（ｚ）不动点处的值远大于｜ｕ＋ｖｉ｜．由 Ｔ（ｚ）和 Ｂ（ｚ）的相
对周期性可知：Ｔ（ｚ）的不动点出现在 Ｂ（ｚ）的不动点附
近，距离不超过 ２８５９６ｎ／｜Ｔ′（ｚ）｜；且随着 ａ和ｂ的增

大而逐渐接近Ｂ（ｚ）的不动点．由此可知，Ｔ（ｚ）与 Ｂ（ｚ）
在复平面实轴外的不动点存在对应关系．事实上，｜ａ｜
足够大时二者在实轴上的不动点近似相同，又因为 Ｔ
（ｚ）与 Ｂ（ｚ）有相同的不动点 ｚ＝０，所以对应关系存在．

显然易知，对定义在复平面上的任意连续可微可

逆函数 ｆ（ｚ），设对其定义域内的真子区域 Ｑ有Ｑ＝ｆ
（Ｑ），若 ＱＱ，则存在 Ｑ１Ｑ满足Ｑ＝ｆ（Ｑ１）．由此
可知，对 Ｔ（ｚ）的某定义区域 Ｑ，必然可以找到一个 Ｑ
的真子区域Ｑ１满足 Ｑ＝Ｔ（Ｑ１）．随着判断区域不断减
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小，最终必然收敛到某个很小的区域 Ｑｍ．因此，可以取
给定步长进行采样计算以确定 Ｑｍ．若 Ｑｍ不符合解的
精度限制，则可以将步长缩小后令 Ｑｍ＝Ｑ递推计算．
直至步长小于给定值ε或结果区域Ｑｍ满足解精度，即
Ｑｍ中所有点在解的精度限制下相同，此时 Ｑｍ中的任
意点都可以当做Ｔ（ｘ）不动点的近似值．由此我们给出
如下求解 Ｔ（ｚ）在复平面上不动点的数值算法．

４ Ｔ（ｚ）在复平面上不动点的数值算法

下面给出求解 Ｔ（ｚ）在（ｋ，ｋ＋１）×（０，∞）之间 ｎ
个不动点的数值算法 （ｋ、ｎ＞１）．这些不动点的虚部逐
渐增大，即对应着 Ｂ（ｚ）的前 ｎ个不动点．显然 ｙ＜０时
的不动点可通过取本算法结果的相反数而得到．

为便于描述算法，给出下面两个定义：

ｋ区域值：将复平面上某区域按步长采样得到矩
阵，则将以该点为中心的边长为 ｋ的矩阵空间称为该
点的ｋ区域；定义该点的 ｋ区域值为１，若该点的 ｋ区
域内矩阵元素不全为０，反之 ｋ区域值则为０．

连续非０区域：设矩阵中子集 Ｑ为Ｑ＝｛Ｑ（ｉ，ｊ）∈
Ｑ｝，称集合 Ｑｋ＋为 Ｑ的ｋ邻域，若 Ｑｋ＋＝｛Ｑ（ｉ－ｋ，ｊ）

∈Ｑ或Ｑ（ｉ＋ｋ，ｊ）∈Ｑ或Ｑ（ｉ，ｊ－ｋ）∈Ｑ或Ｑ（ｉ，ｊ＋ｋ）

∈Ｑ｝．称 Ｑ为连续非０区域，若 Ｑ１＋Ｑ为０矩阵，且 Ｑ
中无０元素．

下面给出在区域（ｋ，ｋ＋１）×（０，∞）中求解 Ｔ（ｚ）
前 ｎ个不动点算法 Ｓｏｌｖｅ－Ｆｉｘｅｄ－Ｐｏｉｎｔ（ｋ，ｎ，ε１，ε２）．

因为 Ｔ（ｚ）满足定理 ２的条件，因此可以用算法对
Ｔ的不动点进行求解．其中 ｋ用来限定求解不动点的
实轴区域；ｎ用来限定不动点数目；ε１限制采样的步
长；ε２用来限制结果 Ｔ（ｚ）－ｚ的误差．算法可以由步长
＜ε１终止，最终经过ＳＴＥＰ５验证的点即可认为是不动
点．若最终无结果，则说明在当前允许的计算精度下没
有不动点，即不存在精度为ε１的 ｚ使｜Ｔ（ｚ）－ｚ｜＜
ε２（在距０点较远的地方会出现这种情况）．注意到在采
样中若步长选择过大，有可能出现因为 Ｑ１过小而找不
到 Ｑ１的情况（所有采样点的迭代全部在 Ｑ外），因此我
们取矩形的左（右）上顶点元素（取实数部分接近 ｋ＋
０５的上角顶点采样元素）计算１／｜Ｔ′（ｚ）｜作为步长选
择依据．当步长取１／｜Ｔ′（ｚ）｜×ε时，相邻元素取 Ｔ得
到的结果近似相差ε，由此可以选择合适的ε以保证计

算效果．
虽然ＳＴＥＰ４可能会导致矩阵 Ｑ规模渐增，但事实上

通过简单的计算可知，在具体搜索过程中，在远离０点
处的搜索空间递减的速度接近 ｈ２，即每次完成ＳＴＥＰ３后
仅剩余很少的点．因此算法收敛很快，具体搜索中除第
一次外几乎每次搜索空间规模均近似为 １／ｈ２．对本算

法而言，当精度为 ｍ时，步长的总递减次数不超过
ｌｏｇｈｍ次；每次搜索的规模近似为１／ｈ２，共进行 ｋ次，总
的计算次数约为 ｋ·ｌｏｇｈｍ／ｈ２．

Ｓｏｌｖｅ－Ｆｉｘｅｄ－Ｐｏｉｎｔ（ｋ，ｎ，ε１，ε２）

Ｉｎｐｕｔ：ｋ，ｎ，ε１，ε２．（ｋ，ｋ＋１）×（０，∞）为求解区域，ε１为不动

点的允许误差，ε２为 Ｔ（ｚ）－ｚ的允许误差，ｎ为欲求解不动点的

数目；

Ｏｕｔｐｕｔ：每个 Ｑｊ输出一个元素Ｑｉｊ作为不动点近似值；

Ｓｔｅｐ１．计算 Ｂ（ｚ）在 ｘ＝ｋ与ｘ＝ｋ＋１限定区域上的前 ｎ个
不动点的虚部，分别称为 ｉｍ１～ｉｍｎ；设 ｉｍ０＝０．９为判断下界，用

ｉｍｊ划分各个不动点区域；给定步长 ｈｊ＝１／｜Ｔ′（ｋ＋０．５＋ｉｍｊ·ｉ）

｜，分别按给定步长将｛若 ｋ为奇数，则取（ｋ，ｋ＋０．５），ｋ为偶数，
取（ｋ＋０．５，ｋ＋１）｝×（ｉｍｉ，ｉｍｉ＋１）区域对应到矩阵变量 Ｑｉ［ｉｎｔ（１／
（２ｈ））＋１，ｉｎｔ（（ｉｍｉ＋１－ｉｍｉ）／ｈ）＋１］；对所有的 Ｑｊ依次进行如下

操作；

Ｓｔｅｐ２．当 ｈｊ＜ε１时，转Ｓｔｅｐ５，否则转 Ｓｔｅｐ３；

Ｓｔｅｐ３．对 Ｑ中非０元素 Ｑｉｊ进行取Ｔ计算；若 Ｔ（Ｑｉｊ）映射到

Ｑｉｊ的１／ｈｊ区域外，或 Ｔ（Ｑｉｊ）的１／ｈｊ区域值为０时，将对应元素记

为０；重复直到 Ｑ中无元素变化；如果 Ｑ为０矩阵，退出；否则转
Ｓｔｅｐ４；

Ｓｔｅｐ４．ｈｊ＝ｈ２ｊ；如果 ｈｊ＜ε１，则令 ｈｊ＝ε１；将 Ｑ中的非０区域

重新对应到新的矩阵 Ｑ；转 Ｓｔｅｐ２；
Ｓｔｅｐ５．对求得的矩阵中非０元素依次取值求 Ｔ；当存在元素

Ｑｉｊ＝ｍｉｎ（｜Ｔ（Ｑｉｊ）－Ｑｉｊ｜）＜ε２时，输出结果 Ｑｉｊ，退出．

Ｋｕｈｎ算法在计算不动点时初值难于选择，因此在
求解 Ｔ（ｚ）在给定区域的不动点时用处不大．如果将 Ｔ
（ｚ）＝ｚ变为实数方程组计算，则 ｂ＞１时在 ＰＣ机上用
软件求解时由于等待时间过长而得不出结果（使用工

具为 ｍａｔｌａｂ与 ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ）．本文算法运行时间仅相当
于文献［１１］中算法进行 Ｋｕｈｎ求解的时间，节省的时间
约为该算法前期确定解的数量和求积分工作的时间．
通过本文算法找到了 Ｔ（ｚ）的部分不动点，验证了算法
的正确性．见表１．

表１ Ｔ（ｚ）的不动点

区间 Ｔ（ｚ）不动点

（１，２）１．４５１０＋０．９６００ｉ １．４６２６＋１．１９８５ｉ １．４６９９＋１．３３４０ｉ
（２，３）２．５０７９＋０．９４４９ｉ ２．５１６９＋１．１７６３ｉ ２．５１８７＋１．３１５１ｉ
（３，４）３．４７７６＋０．９６６４ｉ ３．４７８２＋１．１９６２ｉ ３．４８０２＋１．３３０７ｉ
（４，５）４．５０６７＋０．９６６３ｉ ４．５０９８＋１．１８９９ｉ ４．５１１７＋１．３２３３ｉ
（５，６）５．４８５８＋０．９７４２ｉ ５．４８５８＋１．１９９０ｉ ５．４８６２＋１．３３１６ｉ

…

１．４９２８＋２．０１９７
２．５０６６＋２．０１６５ｉ
３．４９３８＋２．０１８９ｉ
４．５０５７＋２．０１７０ｉ
５．４９４６＋２．０１８６ｉ

…

… …

表２为 Ｂ（ｚ）的部分不动点，可对照表１比较来看，
也验证了上面的结论．

注意表格中 Ｔ（ｚ）与 Ｂ（ｚ）相同位置的不动点．由于
Ｔ（ｚ）和 Ｂ（ｚ）在复平面上的这些不动点都是发散不动
点，而且膨胀系数｜Ｔ′（ｚ）｜也随着｜ｚ｜的增大而增大，导
致在｜ｚ｜足够大的时候 Ｔ（ｚ）与 Ｂ（ｚ）的不动点差异很小
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（Ｔ（ｚｎ）－Ｂ（ｚｎ）＝０３１５５＋２８５９６ｎ·ｉ）．因此对照 Ｂ（ｚ）
的不动点也可验证上文中的命题与推论．

表２ Ｂ（ｚ）的不动点

Ｂ（ｚ）不动点

１．４９２７＋０．９９７０ｉ１．４９６４＋１．２１７２ｉ１．４９７６＋１．３４６１ｉ
２．５０７３＋０．９９７０ｉ２．５０３６＋１．２１７２ｉ２．５０２４＋１．３４６１ｉ
３．４９２７＋０．９９７０ｉ３．４９６４＋１．２１７２ｉ３．４９７６＋１．３４６１ｉ
４．５０７３＋０．９９７０ｉ４．５０３６＋１．２１７２ｉ４．５０２４＋１．３４６１ｉ
５．４９２７＋０．９９７０ｉ５．４９６４＋１．２１７２ｉ５．４９７６＋１．３４６１ｉ

…

１．４９９７＋２．０２１０ｉ
２．５００３＋２．０２１０ｉ
３．４９９７＋２．０２１０ｉ
４．５００３＋２．０２１０ｉ
５．４９９７＋２．０２１０ｉ

５ Ｔ（ｚ）的分形图形

显然 Ｔ（ｚ）不动点数目 ＞１，因此考虑 Ｔ（ｚ）＝Ｔ
（ｚ）－ｚ可知Ｔ（ｚ）＝０不存在 Ｐｉｃａｒｄ例外值，这与前文
的结论相符．设定考察区域为不动点处（－００００１３３，
００００１３３）×（－００００１×００００１）邻域，逃逸阈值为
１００００．图４为 Ｔ（ｘ）的若干分形图形区域，每个分形图
形区域的中心点位置在各图的下方．考察图 ４可知，Ｔ

（Ｑ）中包含 Ｔｍ（ｚ）的０点，因此我们考虑不动点附近的
包含 Ｔ３（ｚ）＝０的点的吸引区域，并由此得出其迭代图
像的一些分形性质．

从图４看出，Ｔ（ｚ）的迭代图形存在自相似．取图４
中黑色框部分的吸引域进行 Ｔ３运算（即 Ｔ○Ｔ○Ｔ），结
果如表３所示，其吸引域的对应图形见图５．

图４中所列出点值分别为每个区域的中心点．由图
５可知，在每个吸引域经过 ３次迭代后，都会落入 ０点
附近吸引域的对应位置，这表明 Ｔ（ｚ）的迭代图形的自
相似性．由 Ｔ（ｘ）在实轴上的不动点可知，０为吸引不动
点；考察 Ｔ（ｚ）＝０可知，０点不是 Ｔ的Ｐｉｃａｒｄ例外值．因
此，复平面上有无穷多的点满足 Ｔ（ｚ）＝０．在这些点附
近必然存在某邻域保证与０点附近吸引域的保形映射，
故 Ｔ（ｚ）存在无穷多个自相似的结构．取图５外侧图形
中与中心图形的 ０点位置相同的点进行验证，均满足
Ｔ３（ｚ）＝０．
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表３ 部分点取 Ｔ３的结果

ｚ Ｔ３（ｚ） ｚ Ｔ３（ｚ）

１．４５０９６６１９５＋０．９６０００９１５８ｉ －０．０３４３４２０９６＋０．００８７９８３９１ｉ ２．５１６９７７６６４＋１．１７６３１３２０５ｉ ０．９８１７５４５９０＋０．０２５６６１５７０ｉ
２．５０７８０７４７７＋０．９４４９５６２４８ｉ －０．０４５９８３２６９－０．５４２４３４４２２ｉ ３．４７８２１６３６９＋１．１９６２６６０４４ｉ －０．００８３１４７２６＋０．７９２０１４７６０ｉ
３．４７７５４６５２３＋０．９６６３７５９６３ｉ ０．００１６６５１３９－０．６０８９３４５４７ｉ ４．５０９８６２０７２＋１．１８９８３１９１９ｉ －０．８６９５３６９０６＋０．００８８５３７０３ｉ
４．５０６７３８８５３＋０．９６６２５８８５３ｉ ０．２２０４１５５８２－０．３６７３７２８２２ｉ ５．４８５７６１７０３＋１．１９９０３７１８９ｉ ０．４０００４７８８０＋０．４３８１１５６１３ｉ
５．４８５７５７２１６＋０．９７４１６００６４ｉ －０．００７７４０６９７－０．７９６５１７４６９ｉ

６ 结论与展望

本文针对 Ｔ（ｚ）的不动点进行了研究，求得了 Ｔ（ｚ）
不动点的分布区域，并给出了求给定区域的 Ｔ（ｚ）不动

点的数值算法．由 Ｂ（ｚ）在 ｋ＞１时的不动点可知，
Ｔ（ｚ）的不动点分布在整个复平面上．实验结果表明，Ｔ
（ｚ）不动点分布在整个复平面的 ｘ＝ｋ±０５８４３和 ｘ＝ｋ
±０５之间（ｋ为偶数），并与 Ｂ（ｚ）的不动点成一一对应
关系．通过分析其迭代图形，可知其具有分形的自相似
性、局部整体对应性和映射的某些性质．并由此猜测

对函数族 ｆ（ｚ）＝Ｂ（ｚ）＋ε·ｓｉｎ２（π
ｚ
２）（０≤ε≤１）的不动

点都有相似的结论．
文中算法在计算距 ０点较远的不动点时，由于

｜ｆ′（ｚ）｜很大导致计算量较大，因此下一步需研究如何
缩减计算量；以及研究此类超越函数分形图形的生成

算法．
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