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摘 要： 本文研究了单输入单输出模糊系统的构造和所构造的模糊系统的逼近能力．首先，在模糊系统的构造
中，引入了对输入变量进行参数单点模糊化的方法．应用这种方法，当推理前件和后件都取为具有二相性的三角波时，
对六类（４１个）模糊蕴涵算子构造的模糊系统进行了研究．其次，对所构造的模糊系统的逼近能力做了研究，给出了它
们的余项表达式和余项估计公式．
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１ 引言

模糊系统的构造及其所构造的模糊系统的泛逼近

性是模糊控制领域的热点研究问题之一．熟知的模糊系
统的构造主要分为“对输入变量进行模糊化－构造模糊
推理关系－模糊推理－对输出模糊集进行解模糊化”等
四个过程［１］．在模糊系统的构造中，所见到的文献都是
对输入变量进行单点模糊化．模糊推理使用的是ＣＲＩ推
理方法或三 Ｉ推理方法［２，３］；而在构造模糊推理关系和
模糊推理时，模糊蕴涵算子的选择对模糊系统会产生很

大的影响．常用的解模糊化方法有三种：（ａ）中心平均
解模糊化方法；（ｂ）重心法解模糊化方法；（ｃ）最大值解
模糊化方法［１］．文献［４，５］指出：对一些常用的正则模糊
蕴涵算子，如 Ｚａｄｅｈ蕴涵、Ｒ０蕴涵、Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵等，
当采用单点模糊化和重心法解模糊化方法时，用ＣＲＩ模
糊推理算法或三 Ｉ算法构造的模糊系统没有响应能力．

由于一些常用的正则模糊蕴涵算子和三 Ｉ推理方法有
较好的逻辑基础［３，６］．因此这些蕴涵算子在构造模糊系
统中的作用还没有完全被揭示出来．文献［７］告诉我们：
如果对模糊推理关系的聚合取“交”，对正则型模糊蕴涵

算子，使用最大值解模糊化方法可构造出具有泛逼近性

的模糊系统．那么是否对正则型模糊蕴涵算子，对模糊
推理关系的聚合取“并”，就一定不能使用重心法构造模

糊系统呢？因此如何使用重心法解模糊化方法构造出

具有较好响应能力的模糊系统是本文研究工作的动机

之一．
模糊系统的泛逼近性是模糊控制的另一个重要的

研究课题．文献［１，８］等研究了 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的泛
逼近性问题．文献［９，１０］分别研究了模糊控制器的偏差
问题和变论域模糊控制器的模拟电路问题．但到目前为
止，有两个问题一直没有文献进行研究：一个是用重心

法解模糊化构造的模糊系统的逼近精度或重心法构造
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的模糊系统具有泛逼近性的充分条件；另一个问题是

用重心法构造的模糊系统的余项表达式．这是本文研
究工作的第二个动机．

为了解决对正则型模糊蕴涵算子，不能用推理关

系取“并”和重心法解模糊化构造模糊系统的问题，我

们引入了对输入变量进行“参数单点模糊化”的方法．
对文献［４，５］中出现的六类（４１个）常用的模糊蕴涵算
子分别使用“参数单点模糊化重心法解模糊化”构造出
了具有插值形式和具有拟合形式的模糊系统．结果发
现：对常用的正则型模糊蕴涵算子，都可用“参数单点

模糊化—重心法解模糊化”构造模糊系统．
为解决用重心法解模糊化构造的模糊系统的逼近

能力问题，我们研究了两类重要的模糊系统 Ｈ１（ｘ）和
Ｈ２（ｘ）．首先我们建立了这两个模糊系统的余项表达
式，并分别给出了它们的余项估计上界．证明了 Ｈ１（ｘ）
对严格单调函数具有二阶逼近精度，Ｈ２（ｘ）具有一阶逼
近精度．

本文安排如下：第２节在引入“参数单点模糊化”方
法的基础上，研究了模糊系统的构造．第３节研究了模
糊系统 Ｈｉ（ｘ）（ｉ＝１，２）的逼近能力．

２ 模糊系统的构造

设 Ｔ为［０，１］上的 ｔ范［３］，本文用到的 ｔ范有：
Ｔ１＝“∧”；Ｔ２＝“·”；Ｔ３＝“Ｔｍ”，即：

ａＴ１ｂ＝ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝；ａＴ２ｂ＝ａｂ；
ａＴｍｂ＝（ａ＋ｂ－１）∨０；
若模糊蕴涵算子θ满足：

θ（１，０）＝０，θ（０，０）＝θ（０，１）＝θ（１，１）＝１
则称θ为正则蕴涵，非正则蕴涵称为异常蕴涵

［３］．
本文将使用文献［４，５］中出现的４１个模糊蕴涵算

子来构造模糊系统．将其分成六类（见附录）．
考虑单输入单输出模糊系统．设输入论域 Ｘ，输出

论域为 Ｙ．令Ａ＝｛Ａｉ｝１≤ｉ≤ｎ和 Ｂ＝｛Ｂｉ｝１≤ｉ≤ｎ为推理前
件和推理后件的类且有推理规则：

ＩｆｘｉｓＡｉ，ｔｈｅｎｙｉｓＢｉ （１）
设 ｘｉ为Ａｉ的峰点，ｙｉ为Ｂｉ的峰点．设 ａ＝ｘ１＜ｘ２＜…
＜ｘｎ＝ｂ．将｛ｙｉ｝１≤ｉ≤ｎ按从小到大顺序排列：ｃ＝ｙｋ１＜ｙｋ２
＜…＜ｙｋｎ＜ｙｋｎ＋１＝ｄ．
令Δｙｋｉ＝ｙｋｉ＋１－ｙｋｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），其中 ｄ＝ｙｋｎ＋

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
Δｙｋｉ为新增加的点．令σ（ｉ）＝ｋｉ，由于σσ

－１（ｉ）＝ｉ，

故 ｙｉ＝ｙσσ－１（ｉ）＝ｙｋ
σ
－１
（ｉ）
．记Δｙｉ＝Δｙｋ

σ
－１
（ｉ）
．本文构造模糊系

统的方法如下：

第一步 选取蕴涵算子，将式（１）转化成模糊关
系：

Ｒｉ（ｘ，ｙ）＝θ（Ａｉ（ｘ），Ｂｉ（ｙ））（ｉ＝１，２，…，ｎ）

第二步 将输入变量 ｘ“参数单点模糊化”，即

Ａｉ（ｘ′）＝
Ａｉ（ｘ），ｘ′＝ｘ
０，ｘ′≠ｘ

（１≤ｉ≤ｎ{ ） （２）

第三步 先推理，后聚合（聚合取“并”），即

Ｂ（ｙ）＝∨
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ（ｘ）Ｔθ（Ａｉ（ｘ），Ｂｉ（ｙ）） （３）

第四步 用重心法解模糊化：设

珔Ｓ（ｘ）＝∫
ｄ

ｃ
ｙＢ（ｙ）ｄｙ

∫
ｄ

ｃ
Ｂ（ｙ）ｄｙ

由定积分的定义易知：

珔Ｓ（ｘ）≈Ｈ（ｘ）＝
∑
ｎ

ｋ＝１
ｙｋＢ（ｙｋ）Δｙｋ

∑
ｎ

ｋ＝１
Ｂ（ｙｋ）Δｙｋ

（４）

称 Ｈ（ｘ）为重心法模糊系统．
注１ “参数单点模糊化方法”考虑了第 ｉ条推理

规则 “ＩｆｘｉｓＡｉ，ｔｈｅｎｙｉｓＢｉ”的前件 Ａｉ对输入变量ｘ的
支持程度．若 Ａｉ（ｘ）＞０，则第 ｉ条推理规则起作用；若
Ａｉ（ｘ）＝０，Ａｉ对输入变量ｘ的支持程度为 ０，此时第 ｉ
条推理规则不起作用．

本文假设｛Ａｉ｝１≤ｉ≤ｎ和｛Ｂｉ｝１≤ｉ≤ｎ为二相性的三角
波，则式（３）变为：

Ｂ（ｙ）＝Ａｉ（ｘ）Ｔθ（Ａｉ（ｘ），Ｂｉ（ｙ））
∨Ａｉ＋１（ｘ）Ｔθ（Ａｉ＋１（ｘ），Ｂｉ＋１（ｙ）） （５）

我们有以下结果：

定理１ 对第一类模糊蕴涵算子θ，按式（４）构造的
模糊系统有以下形式：

（ⅰ）若 Ｔ＝“Ｔｍ”，则当 ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］时，有

Ｈ１（ｘ）＝
Ａｉ（ｘ）ｙｉΔｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１Δｙｉ＋１
Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１

（６）

（ⅱ）若 Ｔ＝“·”，则当 ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］时，

Ｈ３（ｘ）＝
Ａｉ（ｘ）ｙｉΔｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１Δｙｉ＋１＋Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ）Ｌｉ
Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１＋Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ）Ｍｉ

（ⅲ）若 Ｔ＝“∧”，则

Ｈ４（ｘ）＝

Ａｉ（ｘ）ｙｉΔｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｐｉ
Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｑｉ

， ｘ∈Ｉ１

Ａｉ（ｘ）Ｐｉ＋１＋Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１Δｙｉ＋１
Ａｉ（ｘ）Ｑｉ＋１＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１

， ｘ∈Ｉ
{

２

其中，对１≤ｉ≤ｎ，

Ｐｉ＝∑
ｋ≠ｉ
ｙｋΔｙｋ，Ｑｉ＝∑

ｋ≠ｉ
Δｙｋ

Ｌｉ＝∑
ｋ≠ｉ，ｉ＋１

ｙｋΔｙｋ，Ｍｉ＝∑
ｋ≠ｉ，ｉ＋１
Δｙｋ

Ｉ１＝［ｘｉ，
１
２（ｘｉ＋ｘｉ＋１）］

Ｉ２＝（
１
２（ｘｉ＋ｘｉ＋１），ｘｉ＋１］
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证明 由式（５）知：Ｂ（ｙｉ）＝Ａｉ（ｘ），Ｂ（ｙｉ＋１）＝
Ａｉ＋１（ｘ），Ｂ（ｙｋ）＝Ａｉ（ｘ）ＴＡｉ＋１（ｘ）（ｋ≠ｉ，ｉ＋１）
（ｉ）当 Ｔ＝“Ｔｍ”时，Ｂ（ｙｋ）＝０（ｋ≠ｉ，ｉ＋１）．

将 Ｂ（ｙｋ）（ｋ＝１，２，…，ｎ）代入到式（４）便得到式（６）．
其它类似可证． 证毕

注２ 由文献［４，５］知：对定理１中的模糊蕴涵算
子，当对输入变量 ｘ采用单点模糊化时，按文献［４，５］
构造的模糊系统为一个常数．而用“参数单点模糊化”
方法可构造出的模糊系统 Ｈｉ（ｘ）（ｉ＝１，３，４）具有泛逼
近性．

类似地，我们有下列结果：

定理２ 对第二类模糊蕴涵算子θ，对任意的 ｔ范
Ｔ，按式（４）构造的模糊系统 Ｈ（ｘ）＝Ｈ１（ｘ）．

定理３ 对第三类模糊蕴涵算子θ，按照式（４）构造
的模糊系统具有下列形式：ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］时

Ｈ（ｘ）＝
（Ａｉ（ｘ）ＴＡｉ（ｘ））ｙｉΔｙｉ＋（Ａｉ＋１（ｘ）ＴＡｉ＋１（ｘ））ｙｉ＋１Δｙｉ＋１
（Ａｉ（ｘ）ＴＡｉ（ｘ））Δｙｉ＋（Ａｉ＋１（ｘ）ＴＡｉ＋１（ｘ））Δｙｉ＋１

特别当 Ｔ＝“·”时，有

Ｈ２（ｘ）＝
Ａ２ｉ（ｘ）ｙｉΔｙｉ＋Ａ２ｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１Δｙｉ＋１
Ａ２ｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａ２ｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１

（７）

定理４ 对第四类模糊蕴涵算子θ，则当 Ｔ＝“∧”
时或 Ｔ＝“·”时，按式（４）构造的模糊系统为 Ｈ（ｘ）＝
Ｈ４（ｘ）．
定理５ 对第五类模糊蕴涵算子θ，当 Ｔ＝“Ｔｍ”

时，按照式（４）构造的模糊系统为：
Ｈ５（ｘ）＝
Ａｉ（ｘ）ｙｉΔｙｉ＋Δｉ（ｘ）Ｐｉ
Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Δｉ（ｘ）Ｑｉ

， ｘ∈Ｊ１

Ａｉ（ｘ）ｙｉΔｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１Δｙｉ＋１＋Δｉ（ｘ）Ｌｉ
Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１＋Δｉ（ｘ）Ｍｉ

， ｘ∈Ｊ２

Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１Δｙｉ＋１＋Δｉ（ｘ）Ｐｉ＋１
Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１＋Δｉ（ｘ）Ｑｉ＋１

， ｘ∈Ｊ













３

且 Ｈ５（ｘｉ）＝Ｃ（常数） （ｉ＝１，２，…，ｎ）．
这里Δｉ（ｘ）＝ Ａｉ（ｘ）－Ａｉ＋１（ｘ），Ｌｉ，Ｍｉ，Ｐｉ和Ｑｉ与定
理１的意义相同，

Ｊ１＝［ｘｉ，
１
３（２ｘｉ＋ｘｉ＋１）］

Ｊ２＝（
１
３（２ｘｉ＋ｘｉ＋１），

１
３（ｘｉ＋２ｘｉ＋１））

Ｊ３＝［
１
３（２ｘｉ＋ｘｉ＋１），ｘｉ＋１］

定理６ （ⅰ）设模糊蕴涵算子θ＝θ７，则对任意的
ｔ范，按照式（４）构造的模糊系统为：

Ｈ６（ｘ）＝

ｙｉ， ｘ＝ｘｉ
Ｃ， ｘ∈（ｘｉ，ｘｉ＋１）
ｙｉ＋１， ｘ＝ｘｉ

{
＋１

其中 Ｃ为常数．
（ⅱ）当取模糊蕴涵算子θ为：珋θ２（ａ，ｂ）＝１－ａ＋

ａ２ｂ且Ｔ＝“Ｔｍ”时，按式（４）构造的模糊系统 Ｈ（ｘ）＝
Ｈ２（ｘ）．

３ 模糊系统的逼近能力

在已构造出的模糊系统中，显然 Ｈ６（ｘ）不具有泛
逼近性．Ｈｉ（ｘ）（１≤ｉ≤５）具有泛逼近性，当Δｙｉ为常数
时（即对 Ｙ的划分为等距划分时），Ｈ１（ｘ）和 Ｈ２（ｘ）分别
变为：

Ｆ１（ｘ）＝Ａｉ（ｘ）ｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１（ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］）

Ｆ２（ｘ）＝
Ａ２ｉ（ｘ）ｙｉ＋Ａ２ｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１
Ａ２ｉ（ｘ）＋Ａ２ｉ＋１（ｘ）

，ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］

本节假设｛（ｘｉ，ｙｉ）｝（１≤ｉ≤ｎ）为某系统 ｓ（ｘ）的输入输
出数据，即 ｙｉ＝ｓ（ｘｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）．

我们先建立两个引理．
引理１ 设 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有二阶导数且 ｆ（ａ）＝

ｆ（ｂ）＝０，则ｘ∈［ａ，ｂ］，ξ∈（ａ，ｂ）使

ｆ（ｘ）＝１２ｆ″（ξ）（ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）

引理２ 设ω１＞０，ω２＞０，则

ｍａｘ
ｘ∈［０，１］

ｘ（１－ｘ）
ω１ｘ＋ω２（１－ｘ）

＝ １
（ ω槡 １＋ ω槡 ２）

２

本节假定系统 ｓ（ｘ）具有二阶连续导数且

 

ｓ∞ ＝
ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｓ（ｘ）．则显然有

定理７ Ｈ１（ｘ）与 Ｈ２（ｘ）都具有一阶逼近精度，即
令 ｈ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Δｘｉ，则

‖ｓ－Ｈｉ‖∞≤‖ｓ′‖∞ｈ，（ｉ＝１，２）
定理８ （ⅰ）当 ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］时，存在ξｉ，ηｉ∈（ｘｉ，

ｘｉ＋１）使

ｒ１（ｘ）＝ｓ（ｘ）－Ｆ１（ｘ）＝
１
２ｓ″（ξｉ）（ｘ－ｘｉ）（ｘ－ｘｉ＋１）

ｒ１（ｘ）＝Ｈ１（ｘ）－Ｆ１（ｘ）

＝
Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ）（ｙｉ＋１－ｙｉ）Δｉ
Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１

ｒ１（ｘ）＝ｓ（ｘ）－Ｈ１（ｘ）

＝
Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ）

Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１
Ｋ

（ⅱ）‖ｒ１‖∞≤
１
８‖ｓ″‖∞ｈ２，‖ｒ１‖∞≤Ｍｈ２，

‖ｒ１‖∞≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜Δｉ‖ｙｉ＋１－ｙｉ｜
（ Δｙｉ槡 ＋１＋ Δｙ槡 ｉ）

２
（８）

其中 ｈ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
Δｘｉ，Δｉ＝Δｙｉ＋１－Δｙｉ，

Ｋ＝－１２ｓ″（ηｉ）（Ａｉ（ηｉ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ηｉ）Δｙｉ＋１）（Δｘｉ）
２

－Δｉｓ′（ηｉ）（Δｘｉ）
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Ｍ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

１
（ Δｙ槡 ｉ＋ Δｙｉ槡 ＋１）

[ ]２
·

１
２‖ｓ″‖∞ｍａｘ｛Δｙｉ，Δｙｉ＋１｝＋

Δｉ
Δｘｉ‖

ｓ′‖ ][ ∞

（ⅲ）假设对 Ｘ的划分为等距划分且ｓ（ｘ）为严格
单调函数，则

‖ｒ１‖∞≤２‖ｓ″‖∞ｈ２，‖ｒ１‖∞≤
１７
８‖ｓ″‖∞ｈ

２（９）

证明 （ⅰ）注意到 Ａｉ（ｘ）＋Ａｉ＋１（ｘ）＝１，有

ｒ１（ｘ）＝
Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ）（ｙｉ＋１－ｙｉ）（Δｙｉ＋１－Δｙｉ）

Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１
对 ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］，令

ｆ（ｘ）＝（Ａｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１）ｓ（ｘ）
－（Ａｉ（ｘ）ｙｉΔｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１Δｙｉ＋１）

再应用引理１易得所证结果．
（ⅱ）由引理 ２（用 Ａｉ（ｘ）代替 ｘ，ω１＝Δｙｉ，ω２＝

Δｙｉ＋１）得‖ｒ１‖∞≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜Δｉ‖ｙｉ＋１－ｙｉ｜
（ Δｙｉ槡 ＋１＋ Δｙ槡 ｉ）

２
，由此易知

｜ｒ１（ｘ）｜≤Ｍｈ２．
（ⅲ）若对 ｘ的划分为等距划分且ｓ（ｘ）为严格单

调增函数，则Δｙｉ＝ｙｉ＋１－ｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）．
应用中值定理易知：｜Δｉ｜≤２‖ｓ″‖∞（Δｘｉ）２，

‖ｒ１‖∞≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜Δｉ‖ｙｉ＋１－ｙｉ｜
（ Δｙｉ槡 ＋１＋ Δｙ槡 ｉ）

２≤２

 

ｓ″２ｈ２

于是

ｒ

 

１ ∞≤ ｓ－Ｆ

 
１ ∞＋ Ｆ１－Ｈ

 

１ ∞＝
１７
８

 

ｓ″∞ｈ２

当 ｓ（ｘ）严格单调下降时类似可证． 证毕

下面研究 Ｈ２（ｘ）的逼近能力．我们有：
定理９ 设ｒ２（ｘ）＝ｓ（ｘ）－Ｆ２（ｘ），ｒ２（ｘ）＝Ｆ２（ｘ）－

Ｈ２（ｘ），ｒ２（ｘ）＝ｓ（ｘ）－Ｈ２（ｘ）．
则（ｉ）当 ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］时，存在ξｉ∈（ｘｉ，ｘｉ＋１）使

ｒ２（ｘ）＝
Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ）
Ａ２ｉ（ｘ）＋Ａ２ｉ＋１（ｘ）

ｋ（ξｉ）（Δｘｉ）
２

ｒ２（ｘ）＝
Ａ２ｉ（ｘ）Ａ２ｉ＋１（ｘ）

（Ａ２ｉ（ｘ）＋Ａ２ｉ＋１（ｘ））
Δｉ（ｙｉ＋１－ｙｉ）

（Ａ２ｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａ２ｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１）

ｒ２（ｘ）＝
Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ）

Ａ２ｉ（ｘ）Δｙｉ＋Ａ２ｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１

· －１２ｓ″（ξｉ）Ａ
２
ｉ（ξｉ）Δｙｉ＋Ａ

２
ｉ＋１（ξｉ）Δｙｉ[ ][ ＋１

－２Δμｉｓ′（ξｉ）ξｉ－（Δλｉｘｉ＋Δλｉ＋１ｘｉ＋１[ ]）
－Δμｉ（ｓ（ξｉ）－（Δλｉｙｉ＋Δλｉ＋１ｙｉ＋１ ]））

其中

Δμｉ＝Δｙｉ＋Δｙｉ＋１，ｘｉ＝
ｘｉ＋ｘｉ＋１
２ ，ｙｉ＝

ｙｉ＋ｙｉ＋１
２ ，

且

ｋ（ξｉ）＝－
１
２ｓ″（ξｉ）（Ａ

２
ｉ（ξｉ）＋Ａ

２
ｉ＋１（ξｉ））

－
４ｓ′（ξｉ）（ξｉ－ｘｉ）

（Δｘｉ）２
－
２ｓ（ξｉ）－（２ｙｉ）
（Δｘｉ）２

Δλｉ＝
Δｙｉ

Δｙｉ＋Δｙｉ＋１
，Δλｉ＋１＝

Δｙｉ＋１
Δｙｉ＋Δｙｉ＋１

（ⅱ）ｒ

 

２ ∞≤
１
４

 
ｓ″∞ｈ２＋２

 

ｓ″∞ｈ，ｒ

 

２ ∞≤Ｌｈ，

ｒ

 

２ ∞≤ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

Δｉ ｙｉ＋１－ｙｉ
（ Δ槡 ｙｉ＋ Δｙｉ槡 ＋１）

２．

这里

Ｌ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｍａｘ｛Δｙｉ，Δｙｉ＋１｝

Δｙ槡 ｉ Δｙｉ槡 ＋１

１
４

 

ｓ″∞ｈ＋３

 

ｓ″[ ]∞
（ⅲ）假设对 Ｘ的划分为等距划，ｓ（ｘ）为严格单调

函数，则

ｒ

 

２ ∞≤２

 

ｓ″∞ｈ２，

ｒ

 

２ ∞≤
１７
８

 

ｓ″∞ｈ２＋
１
４

 

ｓ′∞ｈ．

证明 设 ａ＝（Ａｉ（ｘ），Ａｉ＋１（ｘ）），ｂ＝（Ａｉ＋１（ｘ）

· Δｙｉ槡 ＋１，Ａｉ（ｘ） Δｙ槡 ｉ）为两个向量，则由（ａ，ｂ）２≤ ａ２

· ｂ２知：

（Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ） Δｙｉ槡 ＋１＋Ａｉ（ｘ）Ａｉ＋１（ｘ） Δｙ槡 ｉ）
２

≤（Ａ２ｉ（ｘ）＋Ａ２ｉ＋１（ｘ））（Ａ２ｉ＋１（ｘ）Δｙｉ＋１＋Ａ２ｉ（ｘ）Δｙｉ）
由此推得：

ｒ

 

２ ∞≤ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

Δｉ ｙｉ＋１－ｙｉ
（ Δｙ槡 ｉ＋ Δｙｉ槡 ＋１）

２

ｒ

 

２ ∞≤ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

ｍａｘ｛Δｙｉ，Δｙｉ＋１｝

Δｙ槡 ｉ Δｙｉ槡 ＋１

１
４

 

ｓ″∞ｈ２＋３

 

ｓ′∞[ ]ｈ
其它是显然的． 证毕

下面给出仿真实验．
设 ｓ（ｘ）＝ｓｉｎｘ，Ｘ＝［０，６］．则‖ｓ′‖∞ ＝‖ｓ″‖∞ ＝

１．取 ｎ＝６０．ｓ（ｘ）与 Ｈ１（ｘ）的曲线、ｓ（ｘ）与 Ｈ２（ｘ）的曲
线，ｒ１（ｘ）＝ｓ（ｘ）－Ｈ１（ｘ）与 ｒ２（ｘ）＝ｓ（ｘ）－Ｈ２（ｘ）的曲
线分别见图１．从图１可以看出，Ｈ１（ｘ）的逼近能力优于
Ｈ２（ｘ）．

４ 结论

本文做了两方面的研究工作：

（１）引入了“参数单点模糊化方法”，应用重心法
解模糊化方法研究了六类（４１个）模糊蕴涵算子构造的
模糊系统，指出：正则模糊蕴涵算子能用重心法构造模

糊系统．
（２）对模糊系统 Ｈｉ（ｘ）（ｉ＝１，２）的逼近能力做了研

究，给出了它们的余项表达式和余项误差估计公式．指
出：Ｈ１（ｘ）对严格单调函数具有二阶逼近精度；Ｈ２（ｘ）具
有一阶逼近精度．
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附录：六类（４１个）模糊蕴涵算子

第一类 满足条件θ（ａ，１）＝１，θ（ａ，０）＝１－ａ的
模糊蕴涵算子：

Ｒ０－蕴涵θ０（ａ，ｂ）＝
１， ａ≤ ｂ
（１－ａ）∨ｂ， ａ＞{ ｂ

ＫｌｅｅｎｅＤｉｅｎｅｓ蕴涵：θ１（ａ，ｂ）＝（１－ａ）∨ｂ
Ｒｅｉｃｈｅｎｂａｃｈ蕴涵：θ２（ａ，ｂ）＝１－ａ＋ａｂ
Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ蕴涵：θ３（ａ，ｂ）＝（１－ａ＋ｂ）∧１

θ２９（ａ，ｂ）＝
１， ａ≥ｂ
１－ａ＋ａｂ， ａ＞{ ｂ

θ６（ａ，ｂ）＝
（１－ａ）∨ｂ，（１－ａ）∧ｂ＝０
１{ ， 其他

θ９（ａ，ｂ）＝（１－ａ＋２ａｂ－ａ２ｂ）∧１

θ２１（ａ，ｂ）＝
１， ａ≤ｂ
１－ａ
１－ｂ， ａ＞{ ｂ

θ３０（ａ，ｂ）＝

１， ａ≤ｂ

（１－ａ）∨ｂ∨
１
２， ０＜ｂ＜ａ＜１

（１－ａ）∨ｂ
{

， 其他

θ３１（ａ，ｂ）＝
１， ａ≤ｂ
１－ａ， ａ＞{ ｂ

第二类 满足下列条件之一的模糊蕴涵算子

（ａ）θ（ａ，１）＝１，θ（０，０）＝１，θ（ａ，０）＝０（ａ＞０）
（ｂ）θ（ａ，１）＝１（ａ＞０），θ（０，１）＝θ（ａ，０）＝０

θ４（ａ，ｂ）＝
１， ａ≤ｂ
ｂ
ａ，ａ＞

{ ｂ
，θ５（ａ，ｂ）＝

１，ａ≤ｂ
ｂ，ａ＞{ ｂ

，

θ１１（ａ，ｂ）＝
１，ａ≤ｂ
０，ａ＞{ ｂ

，θ２２（ａ，ｂ）＝
ｂ，ａ＞０
１，ａ{ ＝０

，

θ１２（ａ，ｂ）＝
１， ａ＝０且 ｂ＝０
ｂａ{
，其他

，

θ２３（ａ，ｂ）＝

１， ａ≤ｂ
ｌｏｇａ
ｌｏｇｂ，ａ＞ｂ＞０

０， ａ＞ｂ
{

＝０

，

θ３８（ａ，ｂ）＝
０，ａ＝０
ｂ，ａ{ ＞０

，珋θ１（ａ，ｂ）＝
ｂ，ａ≠ｂ
１，ａ＝{ ｂ

，

θ４０（ａ，ｂ）＝
０， ａ＋ｂ≤１
ａ＋ｂ－１
ａ ， ａ＋ｂ{ ＞１

θ４６（ａ，ｂ）＝
０， ａ＋ｂ≤１
ｂ， ａ＋ｂ{ ＞１

第三类 满足条件θ（ａ，１）＝ａ，θ（ａ，０）＝０的模糊
蕴涵算子：

θ１３（ａ，ｂ）＝ａ∧ｂ，θ１４（ａ，ｂ）＝ａｂ，

θ１５（ａ，ｂ）＝（ａ＋ｂ－１）∨０，

θ１６（ａ，ｂ）＝
ａ∧ｂ， ａ∨ｂ＝１
０， ａ∨ｂ{ ＜１

，

θ２７（ａ，ｂ）＝
ａｂ

１＋（１－ａ）（１－ｂ），

θ３２（ａ，ｂ）＝
０， ａ＋ｂ≤１
ａ∧ｂ， ａ＋ｂ{ ＞１

，

θ３３（ａ，ｂ）＝
０， ａ＋ｂ≤１
ａ， ａ＋ｂ{ ＞１

，

θ３４（ａ，ｂ）＝
０， ａ＋ｂ≤１
ａ＋ｂ－１
ｂ ， ａ＋ｂ{ ＞１

，

θ３６（ａ，ｂ）＝
ａ，ｂ＝１
０， ｂ{ ＜１

，θ４１（ａ，ｂ）＝
０， ｂ＝０
ａ，ｂ{ ＞０

，

θ４３（ａ，ｂ）＝［（ａｐ＋ｂｐ－１）∨０］
１
ｐ，

θ４４（ａ，ｂ）＝

０， ａ＋ｂ≤１
ｂ， ａ＋ｂ＞１且 ａ＋ｂ－ｂ２≥１
ａ＋ｂ－１
ｂ

{
， 其他

第四类 满足条件θ（ａ，１）＝（１－ａ）∨ａ，θ（ａ，０）
＝１－ａ的模糊蕴涵算子：
Ｚａｄｅｈ蕴涵：θ８（ａ，ｂ）＝（１－ａ）∨（ａ∧ｂ）．
θ３８７（ａ，ｂ）＝［（１－ａ）∨ｂ］∧（ａ∨（１－ｂ）∨［（１－ａ）∧
ｂ］）．
第五类 满足条件θ（ａ，１）＝１，θ（ａ，０）＝ａ的模糊

蕴涵算子：

θ１７（ａ，ｂ）＝ａ∨ｂ，θ１８（ａ，ｂ）＝ａ＋ｂ－ａｂ，

θ１９（ａ，ｂ）＝（ａ＋ｂ）∧１，θ２８（ａ，ｂ）＝
ａ＋ｂ
１＋ａｂ，

θ２０（ａ，ｂ）＝
ａ∨ｂ，ａ∧ｂ＝０
１，ａ∧ｂ{ ＞０

．

第六类 其他模糊蕴涵算子：

θ７（ａ，ｂ）＝
１，ａ＜１
ｂ，ａ{ ＝１

，珋θ２（ａ，ｂ）＝１－ａ＋ａ２ｂ．
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