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　　摘　要 :　分析了具有逐段线性特性的 Tent混沌映射和其推广形式 :分段 Tent混沌映射在计算机有限精度影响

下的性能.在此基础上 ,根据 Logistic混沌映射与 Tent混沌映射之间具有的拓扑共轭关系 ,研究了 Logistic混沌映射的

推广形式 :分段 Logistic混沌映射 ,通过实验分析指出用类似于分段 Tent混沌映射的方式来定义分段 Logistic混沌映射

是不可取的.本文构造了一个全新的分段 Logistic混沌映射 ,通过实验对该映射产生的序列的随机性、初值敏感性等性

质进行了研究.结果表明 ,本文定义的分段 Logistic混沌映射产生的序列具有良好的随机性和初值敏感性.
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Abstract :　For Tent map ,which has piecewise2liner characteristic ,and its expand form :piecewise Tent map ,the performances

under computer finite precision are analyzed. Based on the fact , considering the topologically conjugate relationship between Tent

map and Logistic map ,piecewise Logistic map , an expanded form of Logistic map is researched. It is pointed out that it is not a

good way to define piecewise Logistic map using the similarly way to define piecewise Tent map . In this paper ,we structure a bran2
new definition of piecewise Logistic map ,and study the sequence’s properties generated by this chaos map ,such as randomness and

initial2value sensitivity. Simulation results show that the sequences generated by piecewise Logistic map is randomness and initial2
value sensitivity.
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1　引言

　　混沌是非线性确定系统由于内　随机性而产生的

外在复杂表现 ,是一种貌似随机的非随机现象.混沌系

统表现为对初始值和系统参数的敏感性、白噪声的统计

特性和混沌序列的遍历特性[1 ] ,其吸引子的维数是分

维 ,有十分复杂的分形结构 ,具有不可预测性.由于混沌

序列具有如此优良的密码学特性 ,基于混沌的保密技术

已经被应用到数据安全和通信保密等众多研究领

域[2～4] .随着互联网的发展和广泛应用 ,对图像的安全

保护受到人们的普遍关注.图像加密是图像保护技术之

一 ,应用混沌系统进行图像加密是一个基本的方式 ,Lo2
gistic混沌映射和 Tent混沌映射是二个常见的用于图像

加密的混沌映射.

文[5 ]首次给出了一种基于一维 Logistic 混沌映射

和流密码技术的图像加密算法 ,该算法应用 Logistic 映

射产生相应的伪随机序列 ,将得到的实数范围内的混沌

序列进行简单的二值化 ,通过与图像灰度值进行异或运

算 ,实现对图像的加密 ,这种加密思想后来得到广泛的

应用.文[6 ]利用Logistic映射给出了一种混沌扩频序列

生成方法 ,首先应用 Logistic 映射初始条件进行迭代计

算 ,然后对每一个迭代点进行 L比特的量化处理 ,通过

截断操作得到新的扩频序列 ,该算法能够有效减少产生

扩频序列的迭代次数 ,提高算法效率 ,而且可以生成任

意长度的扩频序列.文[7 ]应用Logistic映射和猫映射给

出了一种基于密码学中分组密码的交替结构图像加密

算法 ,每一轮加密过程中 ,通过简单的密钥扩展产生两

种子密钥 ,分别用于两个混沌映射的初始条件 ,该算法

对密钥十分敏感 ,且对多种攻击手段都具有较好的免疫

性.

Tent混沌映射是一种具有逐段线性的混沌映射 ,文

[8 ]对 Tent 混沌映射和 Logistic 混沌映射之间的关系进
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行了理论分析 ,得到 Tent 混沌映射和 Logistic 混沌映射

满足拓扑共轭关系的结论 ,该结论为进一步分析这两

种混沌映射之间的关系提供了理论基础.文[ 9 ]给出了
一种针对分段线性函数数字化混沌系统进行扰动的方

案 ,该方案选择性地扩散数字化混沌系统的内部变量 ,

以达到对整个系统的扰动 ,并以分段 Tent 混沌映射为
例进行仿真实验 ,对生成的序列的性能进行了分析.该

方法被用来对分段线性映射进行随机扰动[10 ,11] ,改进

使用分段线性映射产生的序列的随机性能 ,但是扰动

过程会增加生成序列的计算量 ,导致算法效率的降低.

本文将指出 ,计算机有限精度问题会导致 Tent 混沌映

射和分段 Tent混沌映射产生的序列退化为 0序列的现

象.

鉴于 Tent混沌映射与Logistic混沌映射之间存在的

拓扑共轭关系 ,鉴于人们已经将 Tent 混沌映射扩展成

分段 Tent混沌映射 ,一个自然的想法是定义出与分段

Tent混沌映射对应的分段 Logistic 混沌映射 ,本文的目

的是给出一种合理的分段 Logistic 混沌映射的定义形

式.分段Logistic混沌映射是一种非线性映射 ,与文[ 9～

11]提到的对分段线性函数加扰动的方法相比 ,分段

Logistic混沌映射在生成混沌序列的过程中不需要增加

相应的扰动过程 ,从而能够有效提高算法的效率.作为

一种应用 ,本文给出了 Logistic 混沌映射和分段 Logistic

混沌映射在图像加密中的应用.

2　Tent混沌映射和 Logistic混沌映射

　　Tent混沌映射的定义为[11 ] :

xn + 1 = g ( xn) =

xn

α ,0≤xn <α

1 - xn

1 - α ,α≤xn≤1

(1)

其中α∈(0 ,1) .该映射具有均匀的分布函数 ,用该映射

产生的混沌序列具有良好的统计性质.常见的 Tent 混

沌映射取参数α= 015 ,相应的迭代公式为 :

xn + 1 = g( xn) =
2 xn ,0≤xn <

1
2

2 (1 - xn) ,
1
2
≤xn≤1

(2)

在公式 (2)的基础上 ,相应的分段 Tent 混沌映射表

示为[9 ] :

xn + 1 =

4 xn ,0≤xn <
1
4

2 - 4 xn ,
1
4
≤xn <

1
2

4 xn - 2 ,
1
2
≤xn <

3
4

4 (1 - xn) ,
3
4
≤xn≤1

(3)

公式 (2)和 (3)定义的 Tent 混沌映射和分段 Tent混

沌映射的函数曲线如图 1所示.

以上定义的 Tent混沌映射和分段 Tent 混沌映射在

理论上能够产生具有良好随机性能的混沌序列.但是

用计算机实现以上迭代过程时 ,由于计算机的有限精

度效应 ,产生的序列会退化为周期序列.我们以公式
(2)定义的 Tent映射为例 ,给出相应的生成序列的退化

速度与混沌系统初始条件之间的关系.

定理 1　对于 Tent 混沌映射 ,当α= 015 时 ,如果

混沌系统的初始条件 x0在计算机中对应的二进制序列

为 x0 = (0 . a1 a2⋯ak000⋯)
L比特

2 ,其中 ak = 1 ,则应用公式

(2)的迭代过程至多经过 k + 1 次 ,计算的结果会变为

0[9 ] .

定理 1的结论表明 ,至多经过 k + 1次迭代后 ,产生

的序列必然为 0 .这种现象的出现源于计算机的有限精

度效应和 Tent 混沌映射的逐段线性特点.为了保证具

有线性特性的混沌映射生成的混沌序列满足良好的随

机性能 ,文[9 ]给出了一种在序列生成过程中增加扰动

的解决方案 ,尽管该方案产生的序列具有良好的随机

性能 ,但其缺点是生成混沌序列的过程复杂 ,降低了算

法的执行效率.

Logistic混沌映射由于其表达简单 ,随机性能良好 ,

被广泛应用于混沌保密通信的各个领域.该映射定义

为 :

an + 1 = f ( an) =μ·an·(1 - an) , 　0 < an < 1

, n = 1 ,2 , ⋯　　(4)

其中 31569946⋯≤μ≤4 . Logistic 混沌映射的输入和输

出都分布在区间 (0 ,1)上 ,当μ= 4时 ,相应的 Logistic映

射定义为 :

an + 1 = f ( an) = 4·an·(1 - an) , 　0 < an < 1

, n = 1 ,2 , ⋯　　(5)

相比于线性关系的 Tent 混沌映射 ,Logistic 混沌映

射是一种非线性映射. Logistic 混沌映射和 Tent 混沌映

射之间存在拓扑共轭关系.

定义 1(同胚映射) 　设 A 和 B 是两个拓扑空间 ,

f :A→B 是一个连续映射 ,如果 f 是一一映射且 f 的逆

映射连续 ,则称 f 为同胚映射.如果拓扑空间 A 和 B 之

间存在同胚映射 ,则称这两个空间是同胚的.

定义 2(拓扑共轭) 　设 A 和 B 是两个拓扑空间 ,
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f :A→A , g : B →B ,分别是空间 A 和 B 上的变换 ,如果

存在 h : B →A 是一个同胚映射 ,满足 f·h = h·g ,则称

变换 f 和 g是拓扑共轭的.

定理 2　公式 (2)中的映射 g和公式 (5)中的映射

f 是拓扑共轭的[8] .

3　分段 Logistic混沌映射

　　公式 (2)定义的 Tent混沌映射有相应的扩展 :分段

Tent混沌映射 ,分段 Tent 混沌映射保留了 Tent 混沌映

射的混沌特性.既然 Logistic混沌映射和 Tent 混沌映射

之间具有拓扑共轭关系 ,因此有必要研究分段 Logistic

混沌映射.根据分段 Tent混沌映射的定义形式 ,一个自

然的想法是将分段Logistic混沌映射定义为 :

an + 1 =
4·μ·an·(015 - an) ,0≤an < 015

4·μ·( an - 015)·(1 - an) ,015≤an≤1
(6)

其中 315699456⋯≤μ≤4 , a0∈(0 ,1) .当μ= 4时 ,定义

的分段Logistic混沌映射的函数曲线如图 2所示.

为了验证这种定义方式是否合理 ,下面给出实验

测试的结果. 图 3 给出了当μ= 4 ,生成序列长度为

10000时 ,Logistic混沌映射和分段Logistic混沌映射的序

列取值分布情况.

图 3 的实验结果表明 ,Logistic 混沌映射生成序列

在 (0 ,1)之间具有对称分布的特点 ,而公式 (6)定义的分

段Logistic混沌映射生成序列在 (0 ,1)之间分布的对称

性较差.

为了进一步对以上两种映射的性能进行比较 ,我

们首先将生成的混沌序列转化成二值序列{ a1 , a2 , ⋯,

an} ,然后对相应的二值序列的随机性作进一步的比较

分析.序列{ a1 , a2 , ⋯, an}对应的二值序列{ b1 , b2 , ⋯,

bn}的取值如下 :

bi =
0 ,0≤ai < 015

1 ,015≤ai≤1
, 　i = 1 ,2 , ⋯, n

以下对得到的二值序列的随机性进行一系列检
验.

311　频数检验

频数检验能够保证二值序列中 0 和 1 的个数大致

相等 ,这也是二值序列具有随机性的必要条件. 计

算[12 ] :

χ2
1 =

( n1 - n0) 2

n2 (7)

其中 n1为二值序列中的 1 个数 , n0 为二值序列中的 0

个数 ,与 1自由度的χ2分布比较 ,对应 5 %的显著性水

平 ,χ2
1的值为 3184 ,即只要得到的χ2

1值不大于 3184 ,则

认为二值序列具有较好的随机性.

实验结果表明 ,公式 (6)定义的分段Logistic混沌映

射生成的序列虽然能够通过频数检验 ,但是χ2
1 的取值

明显大于Logistic混沌映射生成序列的χ2
1值 ,说明以上

定义的分段Logistic 混沌映射生成序列的随机性比 Lo2
gistic混沌映射生成的序列随机性差.

表 1　两种序列频数检验结果

初始

条件

Logistic混沌映射 分段Logistic混沌映射

n0 n1 χ2
1 n0 n1 χ2

1

011 5083 4917 217556 e2004 4344 5656 010172

012 4999 5001 410000 e2008 4325 5675 010182

013 4982 5018 112960 e2005 4325 5675 010182

014 5035 4965 419000 e2005 4289 5711 010202

312　平衡度分析
设二值序列的长度为 N ,序列中 1与 0的个数分别

为 P和 Q ,则该二值序列的平衡度定义为[13 ] :

E( N) =
| P - Q|

N
(8)

平衡度的值越小 ,说明序列中 1 与 0 的个数越接

近 ,随机性越好.以下给出 Logistic 混沌映射和公式 (6)

定义的分段Logistic混沌映射对不同初始条件生成序列

的平衡度分布情况实验结果 ,其中序列长度为 10000.

根据实验结果可知 ,Logistic 混沌映射生成序列的

平衡度曲线接近 0 ,说明生成序列的平衡度取值接近 0 ,

序列具有良好的随机性 ;而分段 Logistic 混沌映射生成

序列的平衡度曲线离0较远 ,说明生成序列的平衡度要

大于 0 .这意味着公式 (6)定义的分段 Logistic混沌映射

生成的序列的随机性比Logistic混沌映射生成的序列随

机性差.

上述实验结果表明 ,按公式 (6)定义的分段 Logistic

混沌映射生成的序列尽管具有随机分布的特点 ,但生

成序列的随机性较差.因此有必要重新考虑分段Logis2
tic混沌映射的定义方式.下面给出一种可行的表达式 ,
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分段Logistic混沌映射定义为 :

an + 1 =
4·μ·an·(015 - an) ,0≤an < 015

1 - 4·μ·( an - 015)·(1 - an) ,015≤an≤1

(9)

其中 31569946 ⋯≤μ≤4 , a0 ∈(0 ,1) . Logistic 混沌映射

和分段Logistic混沌映射的函数曲线如图 6 所示 ,其中
μ= 4 .

4　分段 Logistic混沌映射性能分析

　　接下来对 Logistic 混沌映射和公式 (9)定义的分段

Logistic混沌映射生成的序列的随机性进行实验比较.

以下对这两种映射生成序列的分布情况进行实验分

析 ,其中μ= 4 ,生成序列长度为 10000.

图6给出了两种映射产生序列取值的分布情况 ,实

验结果表明 ,这两种映射生成的序列在 (0 ,1)之间分布

情况相同 ,均具有对称分布的特点.

411　随机性分析
(1)频数检验 :我们对 Logistic 混沌映射和公式 (9)

定义的分段 Logistic 混沌映射生成的序列进行频数检

验 ,相应的实验结果如下 :
表 2　两种序列频数检验结果

初始

条件

Logistic混沌映射 分段Logistic混沌映射

n0 n1 χ2
1 n0 n1 χ2

1

0. 1 5083 4917 2. 7556 e2004 5056 4944 1. 2544 e2004

0. 2 4999 5001 4. 0000 e2008 5009 4991 3. 2400 e2006

0. 3 4982 5018 1. 2960 e2005 5009 4991 3. 2400 e2006

0. 4 5035 4965 4. 9000 e2005 4998 5002 1. 6000 e2007

　　实验结果表明 ,公式 (9)定义的分段 Logistic混沌映

射生成的序列不仅能够通过频数检验 ,而且χ2
1 的取值

与Logistic映射生成序列的χ2
1值属于同数量级 ,说明公

式(9)定义的分段 Logistic 混沌映射生成序列与 Logistic

混沌映射生成序列的频数检验结果等效.

(2)随机性分布

以下我们给出 Logistic 混沌映射和分段 Logistic 混
沌映射分布情况的实验结果.其中混沌系统的初始条

件为 a0 = 0134 ,生成序列长度为 1000.

通过实验结果可以看出 ,当μ= 4 时 ,两种映射产

生的混沌序列在 (0 ,1)上满足近似均匀的随机分布 ,当
μ= 317时 ,两种映射产生的混沌序列虽然仍然满足随

机分布的特点 ,但是 Logistic 混沌映射生成的序列分布

在(0 ,1)之间的一个带状区域 ,而公式 (9)定义的分段

Logistic混沌映射生成的序列则保留了在 (0 , 1)上满足

近似均匀的随机分布的特性.

412　自相关性分析
设二值序列的长度为 N ,则该二值序列的自相关

系数定义为[13 ] :

ac ( m) =
1
N
·∑

N- m

i = 1

bi·bi + m (10)

其中 m为步长参数.自相关系数的值与步长 m 有关 ,

当步长变化时 ,如果自相关系数变化越小 ,说明对应二

值序列的随机性越好.

实验结果表明 ,当步长参数 m ≠0 时 ,两种映射产

生的二值序列的自相关系数接近 0 ,说明应用这两种映

射产生的二值序列均具有良好的自相关性.

413　平衡度分析
以下给出 Logistic 混沌映射和公式 (9)定义的分段

Logistic混沌映射在不同初始条件下生成序列的平衡度

分布情况的实验结果 ,其中混沌系统初始条件从0变化

到 1 ,产生的序列长度为 10000.

实验结果表明 ,应用两种映射产生的二值序列均

具有良好的平衡度 ,说明这两种映射产生的二值序列

均具有等效的平衡度.

414　初值敏感性分析
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初值敏感性分析过程中 ,我们对混沌系统的初始

条件进行微小变化 ,通过统计产生的二值序列中相应

位置上的 1和 0的值的变化情况 ,计算相应的序列位变

化率.位变化率定义如下 :

T =
n′
n

其中 n为序列长度 , n′为初始条件进行微小改变后生

成的二值序列与原序列比较时 ,对应位置取值发生改

变的位的个数.位变化率越接近 50 % ,说明该系统对于

初始条件越敏感.以下给出了当初始条件发生微小变

化时所生成的两个混沌序列的位变化率.

表 3　两种映射初值敏感性比较

混沌系统初始条件 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4

变化后的初始条件 0. 100001 0. 200001 0. 300001 0. 400001

Logistic映射位变化率 0. 5038 0. 5000 0. 4965 0. 5014

分段Logistic映射位变化率 0. 5010 0. 4998 0. 5004 0. 4996

　　根据表 3的结果可知 ,两种映射对于初始条件的微

小改变 ,生成序列的位变化率接近 50 % ,说明这两种映

射具有良好的初值敏感性.

为了对Logistic 混沌映射和分段 Logistic 混沌映射

的初值敏感性进行进一步的对比分析 ,我们给出一种

混沌映射初值敏感性判断指标———混沌映射分叉迭代

次数.

定义 3(分叉迭代次数) :设混沌系统为 an + 1 =

f ( an) ,该映射对应两个不同的初始条件 a0 和 b0 产生

的混沌序列分别为{ a1 , a2 , ⋯}和{ b1 , b2 , ⋯} ,给定分叉

判定阈值δ,定义Ω= min{ i | ai - bi| >δ} ,则称Ω为

混沌映射 an + 1 = f ( an)对应初始条件为 a0和 b0时的分

叉迭代次数.

以下给出 Logistic 混沌映射和分段 Logistic 混沌映

射的对应不同分叉判定阈值所需要的平均迭代次数 ,

我们在 (0 ,1)区间取 10000 个采样点 ,计算相邻点之间

产生混沌序列所需的平均分叉迭代次数 ,表4是相应的

实验结果.

表 4　两种映射产生分叉所需迭代次数

分叉判断阈值 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8

Logistic混沌映射迭代次数 11. 7014 13. 0154 14. 1030 18. 4466

分段Logistic混沌映射迭代次数 7. 1248 8. 0536 9. 5272 14. 1706

　　通过表 4的实验结果可知 ,对应相同的分叉判定阈

值 ,Logistic混沌映射所需的平均迭代次数明显大于分

段Logistic混沌映射所需的平均迭代次数 ,说明分段Lo2
gistic混沌映射的分叉速度快于 Logistic 混沌映射 ,从而

保证了分段Logistic混沌映射在加密过程能够较快地进

入稳定的混沌状态.

415　Lyapunov指数
为了定量地刻画混沌系统相邻的两点经过循环迭

代过程产生分离的快慢 ,人们引入 Lyapunov指数来表

示在多次迭代所引起的相邻离散点之间以指数形式的

分离或靠拢情况.对应混沌系统 xn + 1 = f ( xn) 的 Lya2
punov指数定义如下[14 ] :

λ= lim
n→∞

1
n∑

n- 1

i = 1

ln
df
d x x = x

i

(11)

Lyapunov指数小于 0 意味着经过混沌映射的迭代

运算 ,相邻点最终要靠拢合并成一点 ,这时混沌系统对

应稳定的不动点和周期运动 ;Lyapunov指数大于 0意味

着相邻点经过混沌映射的迭代计算最终要分离 ,此时

混沌系统对应的轨迹产生局部不稳定. Lyapunov指数大

于 0可以作为判断序列是否为混沌序列的一个依据.

以下我们基于文[14 ]给出的混沌系统 Lyapunov指

数计算方法对 Logistic 混沌映射和公式 (9)定义的分段

Logistic混沌映射的 Lyapunov指数进行计算.相应的实

验结果如下.

根据图 10的实验结果可知 ,Logistic 混沌映射和分

段Logistic混沌映射在 31569946 ⋯≤μ≤4 均具有稳定

的混沌状态 ,而且分段 Logistic 混沌映射的 Lyapunov指

数取值大于 0的状态比Logistic混沌映射的Lyapunov指

数大于 0的状态要稳定 ,这与表 4 的实验结果一致 ,说

明了本文构造的分段Logistic混沌系统的运动轨迹更加

不稳定 ,其相邻轨道分离得更快 ,因此对该序列的分析

预测就更加困难.

5　结论

　　本文根据Logistic混沌映射与 Tent混沌映射之间具

有的拓扑共轭关系 ,结合分段 Tent 混沌映射给出了一

种分段Logistic混沌映射的定义形式.与分段 Tent 混沌

映射相比 ,由于分段Logistic混沌映射的非线性性质 ,采

用分段Logistic混沌映射生成混沌序列时不需要进行扰

动运算 ,保证了生成算法具有更好的效率和安全性.通

过实验分析 ,表明本文定义的分段 Logistic 混沌映射的

性能更加优于 Logistic 混沌映射. Logistic 混沌映射是一

个被经常使用的混沌映射 ,这意味着本文给出的分段

Logistic混沌映射会具有广泛的应用前景.
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