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� � 摘 � 要: � Frank 算子簇满足相容性定理,基于 Frank T/ S范数构造柔性概率逻辑算子, 是在逻辑框架内解决概率

逻辑不确定性推理问题的一种有效探索. 论文针对传统概率逻辑算子在相关性方面存在的缺陷, 用广义相关系数 h 建

立起与相关性的联系,并基于 Frank T/ S范数构造了一套运算关系可以随 h 连续变化的柔性概率逻辑算子. 理论证明,

该算子既可满足概率测度的基本公理,又具有连续单调可变性.
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Abstract: � Frank operator cluster satisfy compatible theorem, the flexible probability lo gic operator based on Frank T / S
norms, is a effective study which so lve the problem of probability lo gic uncertain reasoning in the framework of log ics. A imed at

solving the problem of limitation on the correlativity of the traditional probability lo gic operator, the paper uses the generalized cor�
relation coefficient h to establish a connection with correlativity , and constructs a set of flexible probability log ic operator based on

Frank T/ S norms, whose operation relation can changes continuously with h. The theory pro ve that the operator not only can satisfy

basic axiom of probability measure, but also show the continuous monotone variability.
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1 � 引言

� � 概率逻辑在不确定性推理方面有着重要的理论价
值和应用前景.其经典模型主要包括:基于标准概率空

间的逻辑学模型,基于概率最大熵原则的可能世界模型

和基于扩展概率空间的条件事件模型.但由于上述经典

模型中的逻辑学模型无法解决条件推理问题,可能世界

模型超出了逻辑学的范畴,条件事件模型不再是标准的

概率测度,因此,到目前为止,经典概率逻辑仍不能真正

实现逻辑框架内的不确定性推理[ 1] .

泛逻辑学是一个以 T/ S范数为主要数学工具建立

起来的柔性逻辑体系.其研究表明, 概率逻辑属于它在

k= 0, h � [ 0. 5, 1] 时的研究范畴[ 2]
. T/ S 范数是一组定

义在[ 0, 1]区间上的能够生成经典三角不等式的二元函

数.在众多的T/ S范数簇中, Frank算子簇是目前唯一发

现的满足相容性定理的 T/ S 相容算子簇,它只有 h �

[ 0. 5, 1]部分,是一个半完整簇. Frank 算子的这一半完

整簇的特性,恰好与概率逻辑属于泛逻辑学在 k= 0, h

� [ 0. 5, 1]的研究范畴相符,因此可基于 Frank 算子簇去

构造柔性概率逻辑算子.

理论证明,基于 Frank T/ S 范数构造出来的柔性逻

辑算子既可满足概率逻辑的基本公理,又可保持 Frank

算子簇的单调可变性.这一方法,为在逻辑框架内解决

概率逻辑不确定性推理问题提供了一条有效途径[ 3] .

2 � Frank算子簇及其相容性

2�1 � Frank T/ S范数的定义

定义 1 � 当 h � [0�5, 1] 时, Frank算子簇的 T/ S 范

数分别为

T ( x , y , h)= loga(1+ ( ax- 1) ( ay- 1) / ( a- 1) )

a � R+ , h � (0�5, 1)
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� � S( x , y , h) = 1- loga( 1+ ( a 1- x- 1) ( a 1- y- 1) / ( a

- 1) ) a � R+ , h � ( 0. 5, 1)
其中

a= ( ( 1- h) / ( h- 0�5) ) 3

h= ( 1+ a 1/ 3/ 2) / (1+ a 1/ 3)

且有

当 a  0时, h  1, T ( x , y, h)  min( x, y)
当 a  1时, h  0�75, T ( x , y , h)  xy
当 a  ! 时, h  0�5, T( x, y, h)  max(0, x+ y�1)

2�2 � Frank T/ S范数的相容性

对零级不确定性问题,当 h � [ 0�5, 1]时,T/ S 范数
满足相容性定律的充要条件是

 T ( x , y , h)
 x +

 S( x , y , h)
 x = 1

Frank T/ S 范数的相容性可用下述命题描述.

命题 1 � Frank T/ S范数满足相容性定律.

证明 � 对 Frank T 范数和 Frank S 范数分别关于 x

求偏导数

 T ( x , y , h)
 x =

logae logea( a
y- 1) ax

( a- 1) + ( a
x
- 1) ( a

y
- 1)

=
( ay- 1) ax

( a- 1) + ( ax- 1) ( ay- 1)

 S( x, y, h)
 x =

logae logea( a
1- y- 1) a 1- x

( a- 1)+ ( a 1- x- 1) ( a1- y- 1)

=
( a1- y- 1) a 1- x

( a- 1)+ ( a
1- x
- 1) ( a

1- y
- 1)

当 a ∀ 0, a ∀ 1, ax ∀ 0, ay ∀ 0时,对 S( x , y , h) /  x 的分
子分母同乘以axay ,有

 T (x , y , h)
 x +

 S( x , y , h)
 x =

( a- ax- ay+ axay )

( a- 1) + ( ax- 1) ( ay- 1)

= 1

即 Frank T/ S范数满足形容性定律. (证毕)

3 � 基于 Frank T/ S范数的柔性概率逻辑算子的构造

3�1 � 相关性与广义相关性的联系
相关性是概率逻辑中的一个概念,它包括独立相

关和非独立相关, 用于描述一个事件对另一个事件的

概率的影响程度,并直接影响到概率的计算.广义相关

性是泛逻辑学中的一个概念,它描述不同命题之间相

关联的程度,由广义相关系数 h � [ 0. 5, 1] 来刻画.利用

广义相关系数 h,可建立起相关性与广义相关性之间的

联系.即当 h= 0�75 时, 对应于经典概率中的独立相
关.当 h ∀ 0�75时, 对应于经典概率中的非独立相关.
至于非独立相关时的运算模型, 可由下面所定义的柔

性概率逻辑算子来确定.

3�2 � 柔性概率逻辑算子的定义
基于Frank T/ S范数的柔性概率逻辑算子的定义方

法是,利用 Frank T/ S 范数建立柔性概率逻辑#与∃, #或∃

条件算子,利用零级 N 范数建立柔性概率# 非∃算子.

定义2 � 设 P是一个语言Lp 的概率函数, A , B �
L p ,且 P( A ) = x , P( B) = y ,则对 h( [ 0�5, 1] ,基于 Frank

T/ S范数和零级 N 范数的柔性概率逻辑算子的运算模

型分别为:

( 1)概率# 与∃

P( A %B, h) = T ( P( A ), P( B) , h)

= loga(1+ ( ax- 1) ( ay- 1) / ( a- 1) )

( 2)概率# 或∃
P(A & B, h)= S( P(A ) , P( B) , h)

= 1- log a(1+ ( a
1- x- 1) ( a1- y- 1) / ( a- 1) )

( 3)概率# 条件∃
P( A | B, h) = T ( P( A ), P( B) , h) / P( B)

= loga(1+ ( ax- 1) ( ay- 1) / ( a- 1) ) / y

( 4)概率# 非∃
� � � � P( � A )= N( P( A ) ) = 1- x

在以上定义中

� � � a= ( (1- h) / ( h- 0. 5) ) 3

� � � h= (1+ a 1/ 3/ 2) / ( 1+ a1/ 3)

� � � h � (0�5, 1) , a � R+
至于 h = 0�5、h= 0�75 和 h= 1,是它的 3 个特殊

值.这些特殊值所对应的概率描述分别为:

h= 1表示最大相吸,有

P( A %B, 1)= min( P( A) , P( B) )
P( A & B, 1)= max( P( A ) , P( B) )

P( A | B, 1) = min( P(A ) , P( B) ) / P ( B)

h= 0�75,表示独立相关,有
P( A %B, 0�75) = P(A ) P( B)

P( A & B, 0�75) = P(A ) + P( B) �P( A ) P( B)
P( A | B, 0�75) = P (A )

h= 0�5,表示最大相斥,有
P( A %B, 0�5) = max( 0, P( A ) + P( B) �1)
P( A & B, 0�5) = min( 1, P( A ) + P ( B) )

P( A | B, 0�5) = max( 0, P( A ) + P ( B) �1)/ P( B)
广义相关系数 h 是实现概率逻辑算子柔性化的基

础.在上述定义中,除概率# 非∃算子外,柔性概率# 与∃、

概率# 或∃和概率#条件∃算子都是 h 的函数.由于 h 在

[ 0. 5, 1]上连续可变,因此这些柔性概率逻辑算子所描

述的概率逻辑运算关系也具有连续可变性.

由上面分析可知, 除 h= 1 和 h = 0�5 外, 对 h �
( 0�5, 1) ,当 h = 0�75 时,为经典概率逻辑的独立相关;
当 h � ( 0�5, 0�75)和 h � ( 0�75, 1)时,为经典概率逻辑
的非独立相关.因此,基于 Frank T/ S范数的柔性概率算

子既包容了经典概率逻辑算子,同时又对经典概率逻

辑算子的运算模型进行了扩充.
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作为柔性概率逻辑算子的简单例子, 假设在袋中

有 r 个红球和 b 个黑球,任意取出 2个球 R1和 R2 ,若

定义命题 R i= {第 i 个取出的是红球} , 求 P( R1 %R2)

和 P( R2| R1) .

下面分 h= 0�75和 h ∀0�75两种情况进行讨论.为
讨论问题方便,假设 r = 8, b= 10.

先看 h= 0�75,它表示 R1和 R2独立相关,本例中

对应于取出一个球后又放回的情况.即

P( R1) = P( R2) = r / ( r+ b) = 0�4444
按柔性概率逻辑算子的运算模型有

P( R1 %R2, 0�75)= P( R1) P( R2) = 0�1975
P( R2 | R1, 0�75) = P( R2)= 0�4444

它与按经典概率逻辑算子的计算结果相同.

再看 h ∀ 0�75,它表示 R1和 R2非独立相关, 本例

中对应于为取出一个球后不放回的情况. 按柔性概率

逻辑算子的运算模型,取 h= 0�7032,则有
a= ( ( 1�h) / ( h�0�5) )3= 1�6099

且

x= P( R1) = y= P( R2) = 0�4444
将 a, x, y 的值代入柔性概率逻辑算子,即有

P( A %B, 0�7032) = loga( 1+ ( ax�1) ( ay�1) / ( a�1) )
= 0�1830

P( A | B, 0�7032)
� � = ( loga( 1+ ( ax�1) ( ay�1) / ( a�1) ) ) / y

= 0�4118
它与按经典概率逻辑算子

P( R1 %R2) = ( r( r�1) ) / ( ( r + b) ( r+ b�1) )
= 0�1830

P( R2 | R1) = ( r�1) / ( r + b�1) = 0. 4118
的计算结果相同.

3�3 � 柔性概率逻辑算子的概率测度分析
按照概率测度的基本公理,设 F 为样本空间 � 上

的�代数,若 F上的实值函数P满足非负性、规范性和

可加性,则称 P 为( � , F)上的概率测度.

命题 2 � 设 P 是一个语言Lp 上的概率函数, A , B

� Lp , � 为整个概率空间, A、B 互不相容,且 P( A ) =

x , P( B) = y,基于 Frank 算子的柔性概率逻辑满足概率

测度的基本公理.

证明 � (1)已知 P ( A ) = x , 由于 P 是语言 Lp 上的概率

函数, P (A ) ∋0, 因此 P (A ) = x∋0, 即满足非负性.

(2)由前述概率非运算模型 P ( � ) = P ( �  ) = N ( P

(  ) ) = 1�0= 1,即满足规范性.

(3)由概率的相容性和相关性可知, 不相容必定是非独

立的.再由广义相关性的定义, 不相容是一种最大相斥的情

况,即 h= 0�5. 而当 h= 0� 5 时, 有 P( A & B , 0� 5) = min(1, P

( A ) + P( B ) ) = P( A ) + P( B ) , 即满足可加性. (证毕)

4 � 基于 Frank T/ S 范数的柔性概率逻辑算子的单

调性

� � 根据定义 2,柔性概率逻辑算子的单调性可通过

T ( x , y , h)和 S( x, y, h)的单调性来证明[ 4, 5] .

命题3 � 对 h � ( 0. 75, 1)或 h � ( 0. 5, 0. 75) , T ( x ,
y, h)是随 h 单调递增的.

证明: � 由于
 T ( x , y , h)

 h =
 T ( x , y , a)

 a (
da
dh

因此,要证明 T( x , y , h)随 h 单调递增, 只要能证

明 T ( x , y, a)关于 a 单调递减,且 a 关于h 也为单调递

减即可.即证明

 T ( x , y , a) /  a< 0,且 da/ dh< 0

其证明分以下两步进行:

第 1步 � 先证明 T ( x , y , a)关于 a 单调递减

由于当 a  0时, h  1;当 a  1 时, h  0�75;当 a

 ! 时, h  0�5
因此,要证明 h � ( 0�75, 1)或 h � ( 0�5, 0�75)时 T

( x , y, a)关于 a 单调递减, 就是要证明 a � ( 0, 1)或 a

� ( 1, ! )时 T ( x , y , a)关于 a 单调递减.其证明如下:

T ( x , y , a)= loga(1+ ( ax- 1) ( ay- 1) / ( a- 1) )

= ln(1+ ( ax- 1) ( ay- 1) / ( a- 1) ) / lna

其中, a � (0, 1) , 而 x , y � ( 0, 1) 是固定的, 要证明

T ( x , y, a)关于 a在( 0, 1) 上递减,需要证明对任何0<

a < 1 或者 1 < a < ! ,以上结论成立.

为此定义函数

f : [0, 1] ) [ 0, 1] ) D  [ 0, 1]

其中 D = [ 0, 1) ∗ ( 1, ! ) .取

� � � � f ( x , y , a) = T ( x , y , a)

求 f 对a 的偏导数有

 f ( x, y, a) / a =
f 1( x , y , a) - f 2( x , y, a)

- ( lna) 2

其中

f 1 =

[ xax-1 ( ay- 1) + yay- 1( ax - 1) ] ( a- 1) - ( ax- 1) ( ay- 1)

(1+ ( ax - 1) ( ay- 1) / ( a - 1) ) ( a - 1) 2
ln a

f 2 =
1
a
ln(1 + ( ax - 1) ( ay - 1) / ( a - 1) )

而且对所有的( x , y, a) � [ 0, 1] ) [0, 1] ) D,有

 f ( 0, y , a)
 a =

 f ( x , 0, a)
 a

=
 f ( 1, y , a)

 a =
 f ( x , 1, a)

 a = 0

我们现在固定某个 a � ( 1, ! ) ,固定某个 y � ( 0,

1] ,仅考虑一个关于 x 的函数:

g( x ) =  f ( x , y , a) /  a ( 1)
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已知 g( 0) = g( 1) = 0,要证明 g ( x) 在( 0, 1) 上总

是小于 0, 只要能证明 g( x ) 仅有一个极小值即可. 因

此,下面的目标就是要证明 g( x ) 在 ( 0, 1) 上只有一个

极小值.

由于所有的极值都发生在 g+ ( x ) = 0的点上,如果

方程 g + ( x) = 0只有一个根 x0 ,那么 g( x ) 就只有一个

极值.

但我们还需验证 x 0在( 0, 1) 上,并且是极小值(即

g∃( x ) > 0) 而不是极大值(即 g∃ ( x) < 0) .

通过计算可得

g,( x) =

ax-1 ) [ x ( ay- 1) ( a- ay ) + yay ( a - 1)- a( ay- 1) ]

[ ( a - 1) + ( ax - 1) ( ay - 1) ] 2

由于

a
x- 1

[ ( a - 1) + ( ax - 1) ( ay- 1 - 1) ] 2
> 0

若 要 g + ( x) = 0, 只 有 让 x ( ay�1) ( a�ay) +

yay ( a�1) �a( ay�1) = 0

即

x =
a( ay - 1) - yay ( a - 1)

( ay - 1) ( a- ay )
( 2a)

记式(2)为 x0

需要注意的是,这里我们考虑的是 a � ( 1, ! ) , y �

(0, 1) ,对于 a � ( 0, 1) ,只需要做一个变量替换,让

!a= 1
a
, ∀y= 1- y

即有 !a � ( 1, ! ) , ∀y 仍然在 ( 0, 1)上. 此时,重新定

义计算(1)和( 2),仍可得到同样的 x0 ,即对 a � ( 0, 1) , y
� (0, 1)我们有

x 0=
!a( !a∀y- 1) - ∀y!a∀y ( !a- 1)
( !a∀y- 1) ( !a- !a∀y ) ( 2b)

其中, !a � ( 1, ! ) , ∀y � ( 0, 1) .因此,只需考虑 a � ( 1, ! )

的情况.

现在要证明的是这个极值点 x 0在(0, 1)上.

首先,我们观察到不等式

ay< ( a- 1) y+ 1 ( 3)

对任何 a> 1, y � ( 0, 1)总是成立的.原因是函数 m( y )

= ( a�1) y+ 1是连接点( 0, 1)和( 1, a)的直线, 它在 ( 0,

1)区间上总是位于函数 ay 之上,因此总有( 3)式成立.

下面就利用这个结论去证明 x 0> 0.

首先,由(2)式可知,总有 x0的分母

( ay�1) ( a�ay ) > 0
将其展开整理得

ay+ 1�a�yay+ 1+ yay> 0

即要证明

a< a
y+ 1�yay + 1+ ya

y

两边同时除以 ay ,有

a1�y< a�ya+ y

即等价于证明

a1�y< a+ ( 1�a) y ( 4)

令 z = 1�y,有
az < a+ ( 1�a) (1�z)

即

az < ( a�1) z + 1
即为式( 3)只不过是把 y 替换成了 z .因此,上面的式子

成立.再一步步推回去,即得出 x0> 0.

下面再证明的是 x0< 1

由式( 2) ,将其分母乘过去,等价于证明

a( ay�1) �yay ( a�1) < ( ay�1) ( a�ay )
# a( ay�1) �( ay�1) ( a�ay ) < yay ( a�1)
# ( a�a+ ay ) ( ay�1) < yay( a�1)
# ay ( ay�1) < yay ( a�1)
# ( a

y�1) < y ( a�1)
# (3)

即式( 3)总是成立的.因此有 x 0< 1.

然后,还需证明 g( x )在 x0点是极小值而不是极大

值.

由微积分中的定理可知,要证明 g( x )在 x0点是极

小值,只要能证明 g( x )的二阶导数在 x0 点大于 0 即

可.由于

g−( x 0) =
a
x
0
- 1
( a

y
- 1) ( a- a

y
)

[ ( a- 1) + ( ax0- 1) ( ay- 1) ] 2

显然有 g−( x0) > 0.
综上所述,我们证明了 g( x )在 (0, 1)上总是小于 0

的,即

 f ( x , y , a)
 a < 0 � 在[ 0, 1] ) [ 1, 0] ) D 上

因此, f ( x , y , a)关于 a 在( 0, 1)和 ( 1, ! )上都是递减
的.亦即

 T( x, y, a)
 a < 0 � 在[0, 1] ) [1, 0] ) D 上

即 T ( x , y , a)关于 a 在 ( 0, 1)和( 1, ! )上也都是递减
的.

第 2步 � 再证明 a 关于 h 是也单调递减的

很明显 a= ( ( 1- h) / ( h- 0�5) ) 3在 h � ( 0�75, 1)
或 h � ( 0�5, 0�75)上关于 h 是一个减函数.即有

da

dh
< 0

综合以上第 1 步和第 2步的证明,有

 T ( x , y , h)
 h =

 T ( x , y , a)
 a (

da
dh
> 0

因此, T ( x , y , h)是关于 h 的单调增函数. (证毕)

命题 4 � 对 h � ( 0�75, 1) ,有 P (A | B, h) > P(A ) .
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证明 � 已知 P( A %B, h) = T ( x , y , h) ,且 P( A ) =

x , P( B) = y.由于

P( A | B, h) =
P( A %B, h)

P ( B)
=
T ( x , y , h)

y

要证明对 h � ( 0�75, 1)有 P( A | B, h) > P( A ) ,即

证

T ( x , y , h)
y

> x � 亦即 T ( x , y , h) > xy

由于 T ( x , y , 0�75) = xy , 且 T ( x , y, h)在 h �
(0�75, 1)上是递增的,因此当 h � ( 0�75, 1)时有

T ( x , y , h) > xy (证毕)

命题 5 � 对 h � ( 0�5, 0�75) ,有 P( A | B) < P( A ).

证明 � 已知 P( A %B, h) = T ( x , y , h) ,且 P( A ) =

x , P( B) = y.由于

� � P( A | B, h) = P (A %B, h)
P( B)

=
T ( x , y , h)

y

因此, 要证对 h � ( 0�5, 0�75 )有 P ( A | B, h ) <

P( A ) ,即证

T ( x , y , h)
y

< x � � 亦即 T ( x , y , h) < xy

而 T ( x , y , 0�75) = xy ,且 T ( x , y, h)在 h � ( 0�5, 0�75)
上是递增的,因此当 h � ( 0�5, 0�75)时有

T ( x , y , h) < xy (证毕)

命题 6 � 对 h � ( 0�75, 1)和 h � ( 0�5, 0�75) , S( x ,
y , h)都是随 h 单调递减的.

证明 � 由于 T ( x , y, h)和 S( x, y , h)满足相容定

律,即

T ( x , y, h) + S( x , y , h) = x+ y

亦即

S( x , y , h) = x+ y- T ( x , y , h)

又由于对 x , y � ( 0, 1) , 当 h � ( 0�75, 1 )和 h �

(0�5, 0�75)时, T ( x , y , h)都是单调递增函数,因此对 h

� ( 0�75, 1) 和 h � ( 0�5, 0�75) , S ( x , y , h)都是随 h 单

调递减的. (证毕)

5 � 结束语

� � 基于 Frank T/S 范数的柔性概率逻辑算子,可以通

过 h 的变化改变经典概率逻辑的刚性运算关系, 实现

了概率逻辑运算关系的柔性化. 并且, 当 h � ( 0�75, 1)
时有 P( A | B) > P( A ) ,当 h � (0�5, 0�75)时有 P( A | B)

< P( A ). 这一研究, 是在逻辑框架内解决概率逻辑不

确定推理问题的一种有益探索, 对人工智能的发展有

着重要的理论和实际意义[ 6] . 笔者下一步的研究重点

是建立基于柔性概率逻辑算子的概率逻辑推理模型.
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