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　　摘　要 :　本文从队长过程本身出发 ,直接研究了具有反馈的M/ G/ 1型排队模型的队长分布 ,获得了在任意时间

t的瞬时队长分布的拉普拉斯变换的递推表达式 ,以及便于计算的平稳队长分布的递推表达式.值得注意的是本文分

析的方法简洁、直观.
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Abstract :　From the starting of the queue length process itself ,this paper directly studies the distribution of the queue length

in the M/ G/ 1 queuing system with feedback. The recursion express of the Laplace transform which the transient queue length distri2
bution at any time t and the recursion formulas of the equilibrium distribution for calculating conveniently are obtained. It is noting

that the method provided in this paper is concise and intuitive.
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1　引言

　　反馈服务次数服从几何分布的排队系统是经典的M/ G/ 1

排队系统的一种衍生系统.在文献 [ 1 ,2 ]中 ,Takacs、孙荣恒等

人利用 Kendall提出的嵌入 Markov链方法[3 ]研究并给出了这

一系统的稳态队长分布的概率母函数 ,Disney等人 [4 ]还获得

了带有 Bernoulli反馈机制的排队系统顾客的平均等待时间.

但上述研究均未能给出系统相应的稳态队长分布的具体表达

式 ,而且至今关于带有顾客反馈机制的排队系统的瞬态队长

分布未见有文献研究.针对这个问题 ,本文从该系统队长过程

本身出发 ,利用文献[5 ,6 ]中提出的一种独特的分解方法获得

了时刻 t队长瞬态分布的拉普拉斯变换递推表达式 ,并且获

得了计算队长平稳分布的递推表达式.值得注意的是本文所

研究的排队模型可广泛应用于各种通信和计算机网络的性能

建模分析中 ,详细的论述可参见文[7 ] .

2　模型描述与队长的瞬态分布

　　下面我们将本文所要研究的模型简要描述如下 :

(1)顾客按参数为λ( > 0)的 Poisson流到达 ,即相邻到达

的间隔时间序列{τi , i≥1}独立同负指数分布 ;

(2)顾客服务是相互独立的且每个顾客服务一次所需时

间为χ服从一般分布 G( t) , t ≥0 ,其平均服务时间为 0 <
1
μ

=∫
∞

0
td G( t) < ∞;

(3)设每个顾客每次服务完后以概率 1 -α立刻排到队尾

等待下一次服务 ,而以概率α(0≤α≤1)立刻离开系统永不再

来.用ξ来记一个顾客的总服务次数 ,其中ξ服从参数为α的

几何分布 ,即 P{ξ= k} =α(1 -α) k - 1 , k = 1 ,2 , ⋯.

为了讨论该系统的队长分布 ,我们的思想是先讨论系统

的忙期分布 ,然后再讨论系统的队长分布.由于我们所研究的

系统具有顾客随机反馈机制 ,因此每个顾客的总服务时间为

H = ∑
ξ

i =1

χi ,其中χ1 ,χ2 ,χ3 , ⋯相互独立与χ同分布.所以一

个顾客在系统中的总服务时间分布为

H( t) = P{ H≤t} = P ∑
ξ

i =1

χi ≤t = ∑
∞

n =1

α(1 -α) n - 1 G( n) ( t)

(1)

令 h ( s) =∫
∞

0
e - std H( t) ,则进一步有

h ( s) =
ag ( s)

1 - (1 -α) g ( s) , R ( s) > 0 (2)

其中 g ( s) =∫
∞

0
e - std G( t)表示分布 G( t)的拉普拉斯—司梯

阶斯变换 ; R ( s)表示复变数 s的实部.

再令 b表示该排队系统从一个顾客开始的忙期 ,且令

B ( t) = P{ b≤t} , b ( s) =∫
∞

0
e - stdB ( t)

定理 1　对反馈服务次数服从几何分布的 M/ G/ 1排队

系统 ,若 R ( s) > 0 ,则 b ( s)为方程 z = h ( s +λ(1 - z) )在| z |
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< 1内的唯一解 ,且 B ( t)可表示为

B ( t) = ∑
∞

j =1∫
t

0
e - λx (λx) j - 1

j !
d H( j) ( x) (3)

若ρ≤1 ,则 B ( ∞) = 1 ,此时 B ( t)为概率分布函数 ;若ρ> 1 ,

则 B ( ∞) =ω< 1 ,此时 B ( t)不是概率分布函数 ,且忙期长度

为无穷的概率等于 1 - ω,其中ρ=
λ
αμ.

证明 :由于忙期长度与服务顺序无关 ,因此我们可重新安

排服务顺序如下 :当第一个顾客服务完时 ,如果该顾客反馈 ,

则系统仍然接着服务该顾客 ,一直到其服务完不再反馈回系

统为止.此时系统再接着服务在第一个顾客服务总时间内相

继到达的其它顾客.如果当第一个顾客服务完时不反馈则系

统紧接着服务在一个服务时间内到达的其它顾客.原本该排

队系统的顾客输入流应为一个参数为λ的 Poisson流和顾客

反馈重入系统形成的更新过程的合成 ,但由于这样的安排使

我们完全有理由认为该系统的顾客反馈流不存在.

设γ表示在忙期 b中第一个顾客的总服务时间 H内到

达的顾客数 ,显然有

P{γ= i} =∫
∞

0

(λt) i

i !
e - λt d H( t) , 　i≥0 (4)

称在第一个顾客的总服务时间内到达的顾客为“第一类顾

客”,在其后到达的顾客为“第二类顾客”。再设在 H内到达

的“第一类顾客”分别为 C1 , C2 , ⋯, Cγ,当系统服务完第一个

顾客后就服务 C1 顾客 ,并接着服务除 C2 , ⋯, Cγ外的所有新

到的“第二类顾客”,直到没有新到的“第二类顾客”时开始服

务 C2 ,记开始服务 C1顾客时刻起直到开始服务 C2顾客为止

这段时间为 b1 ,然后待服务完 C2后又接着服务除 C3 , C4 , ⋯,

Cγ外所有新到的“第二类顾客”,直到没有新到的“第二类顾

客”时开始服务 C3 ,记这段时间为 b2 , ⋯如此下去 ,直到最后

开始服务 Cγ顾客及其后新到的所有“第二类顾客”,记这段

时间为 bγ ,于是

b = H + b1 + b2 + ⋯+ bγ

由于假设每位顾客的服务时间相互独立所以 H , b1 , b2 , ⋯, br

相互独立 ,且 b1 , b2 , ⋯, br与 b同分布 ,由此可得

B ( t) = P{ b≤t} = P{ H + b1 + b2 + ⋯+ bγ≤t}

= ∑
∞

i =0

P{ H + b1 + b2 + ⋯+ bγ≤t ,γ= i}

= ∑
∞

i =0∫
t

0
P{ b1 + b2 + ⋯+ bi ≤t - x} P{γ= i| H = x}d H( x)

= ∑
∞

i =0∫
t

0
B

( i) ( t - x)
(λx) i

i !
e - λxd H( x) (5)

b ( s) =∫
∞

0
e - stdB ( t) =∫

∞

0
e - std ∑

∞

i =0∫
t

0
B

( i) ( t - x)
(λx) i

i !

　·e - λxd H( x)

= ∑
∞

i =0∫
∞

0
e - sx (λb ( s) x) i

i !
e - λxd H( x)

= h ( s +λ(1 - b ( s) ) ) (6)

由文献[8 ]中 69页引理 1容易知道 ,当 R ( s) > 0时 ,有| b ( s) |

< 1 ,故有

b( s) = ∑
∞

j =1∫
∞

0
e - ( s +λ) t (λt) j - 1

j !
d H( j) ( t)

反演即可得式 (3) .而且

lim
t→∞

B ( t) = lim
s→0 +

b( s) =
1 , ρ≤1

ω< 1 , ρ> 1
, E[ b] =

1
αμ-λ, ρ< 1

∞, ρ≥1

(7)

其中ω为方程 z =
αg[λ(1 - z) ]

1 - (1 -α) g[λ(1 - z) ]
在 (0 ,1)内的最小非

负实根.

令 Qj ( t) = P{ b > t , N ( t) = j}表示该系统在忙期 b中的

瞬时队长分布 ,初始条件为 : Q1 (0) = 1 , Qj (0) = 0 , j > 1.

定理 2　令 q 3
j ( s) =∫

∞

0
e - stQj ( t) d t为 Qj ( t)的拉普拉斯

变换 ,则对 R ( s) > 0 ,有

q 3
1 ( s) =

b( s) - (1 -α) g ( s +λ) b( s)
αg ( s +λ) ∫

∞

0
e - ( s +λ) t [1 - H( t) ]d t

(8)

q 3
j ( s) =

b( s) - (1 -α) g ( s +λ) b ( s)
αg ( s +λ) ∫

∞

0
e - stδj - 1 ( t) d t

+
1 - (1 -α) g ( s +λ)
αg ( s +λ) ∑

j- 1

l =1

q 3
j - l ( s)

bl ( s)

· b( s) - ∑
l

m =0∫
∞

0
e - ( s +λ) x [λb ( s) x ] m

m !
d H( t) ,

j > 1　(9)

其中 ; g ( s +λ) =∫
∞

0
e - ( s +λ) td G( t) ;δj ( t) = [1 - H( t) ]

(λt) i

j !

·e2λt ( j > 0) ;当 i≤0时 ∑
i

l =1

= 0.

证明 :按照定理 1中的服务顺序 ,利用全概率分解技术 ,

有

Qj ( t) = P{ H + b1 + b2 + ⋯+ bγ> t≥0 ; N ( t) = j}

= P{ H > t≥0 ; N ( t) = j} + P{ H≤t ; H + b1 + b2 + ⋯

　+ bγ> t ; N ( t) = j}

= P{ H > t≥0 ;且在 (0 , t ]内有 j - 1个顾客到达系统}

　+ ∑
∞

m =1

P{ H≤t ; H + b1 + b2 + ⋯+ bγ> t ; N ( t) = j ;

　γ= m}

= P{ H > t≥0 ;且在 (0 , t ]内有 j - 1个顾客到达系统}

　+ ∑
∞

m =1∫
t

0
P ∑

m

i =1

bi > t - x , N ( t - x) = j

　
(λx) m

m !
e - λxd H( x) (10)

因为

p{ H > t≥0 ;且在 (0 ,1 ]内有 j - 1个顾客到达系统}

　　　　=
[1 - H( t) ] e - λt , j = 1

δj - 1 ( t) , j > 1
(11)
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根据 bl的定义 , bl 是以第 l 个第一类顾客开始的忙期长

度 ,由于每个 bl 都与忙期 b有相同的概率特性 ,于是应有

P{ bl > t≥0 ; N ( t) = j} = P{ b > t≥0 ; N ( t) = j} = Qj ( t)

也就是说在 bl 中时刻 t队长为 j的瞬态概率应等于在 b中同

一时刻 t队长为 j的瞬态概率.

又根据定理 1中服务顺序的安排 ,如果时刻 t - x落在 bl

中 ,则系统中还有 m - l个第一类顾客没有开始服务 ,所以系

统在 t - x时刻的顾客数应等于此时刻的第一类顾客数加上

此时刻的第二类顾客数.所以仍然利用全概率分解技术 ,得

　P{ b1 + b2 + ⋯+ bm > t - x ; N ( t - x) = j}

= ∑
m

l =1

P{ b1 + b2 + ⋯+ bl > t - x ; b1 + b2 + ⋯+ bl - 1 ≤t - x ;

N ( t - x) = j}

= ∑
m

l =1∫
t - x

0
P{ bl > t - x - y ; �N ( t - x - y) = j - ( m - l) }

·dB ( l - 1) ( y)

= ∑
m

l =1

Qj2( m2l) ( t - x) 3 B ( l21) ( t - x) (12)

其中 �N ( t - x - y)表示在 bl 中第二类顾客的数目 (注 :如果时

刻 t - x - y落在第 l 个第一类顾客的服务时间中 ,则此数目

也包含这个第一类顾客) ;当 j ≤0时 , Qj ( t) = 0 ;“ 3”表示卷
积运算.于是

Q1 ( t) = [1 - H( t) ] e - λt + ∑
∞

m =1∫
t

0
P{ ∑

m - 1

i =1

bi ≤t - x , ∑
m

i =1

bi > t

- x , N ( t - x) = 1}
(λx) m

m !
e - λxd H( x)

= [ 1 - H ( t ) ] e - λt + ∑
∞

m =1∫
t

0

(λx) m

m !
e - λx Q1 ( t - x ) 3

B
( m - 1) ( t - x) d H( x) (13)

然后取 L 变换 ,整理即得

q 3
1 ( s) =

b( s) - (1 -α) g ( s +λ) b( s)
αg ( s +λ) ∫

∞

0
e - ( s +λ) t [1 - H( t) ]d t

对 j > 1时 ,有

　Qj ( t) =δj - 1 ( t) + ∑
∞

m =1
∑
m

l =1∫
t

0

(λx) m

m !
e - λxQj2( m2l) ( t - x)

3 B ( l - 1) ( t - x) d H( x) (14)

对 Qj ( t)取 L 变换 ,得

q 3
j ( s) =∫

∞

0
e - stδj - 1 ( t) d t + ∑

∞

m =1
∑
m

l =1∫
∞

0∫
t

0
e - ste -λx (λx) m

m !

　[ Qj2( m2l) ( t - x) 3 B ( l - 1) ( t - x) d H( x) d t ]

=∫
∞

0
e - stδj - 1 ( t) d t + ∑

∞

m =1
∑
m

l =1∫
∞

0∫
∞

0
Qj2( m2l) ( t)

　3 B ( l21) ( t) e - s ( t + x) e - λx (λx) m

m !
d td H( x)

=∫
∞

0
e - stδj - 1 ( t) d t + ∑

∞

m =1
∑
m

l =1∫
∞

0
Qj2( m2l) ( t)

　3 B ( l - 1) ( t) e - sxd t·∫
∞

0
e - ( s +λ) x (λx) m

m !
d H( x)

=∫
∞

0
e - stδj21 ( t) d t + ∑

∞

m =1
∑
m

l =1

q 3
j2( m2l) ( s) bl - 1 ( s)

　∫
∞

0
e - ( s +λ) x (λx) m

m !
d H( x)

=∫
∞

0
e - stδj - 1 ( t) d t + ∑

∞

m =1

bl - 1 ( s)

　 ∑
j+ l - 1

m = l

q 3
j2( m2l) ( s)∫

∞

0

(λx) m

m !
e - ( s +λ) xd H( x)

=∫
∞

0
e - stδj - 1 ( t) d t +

q 3
j ( s)

b ( s)
[ h ( s +λ-λb( s) )

　- h ( s +λ) ] +
q 3

j - 1 ( s)

b2 ( s)
{ h ( s +λ-λb( s) )

　- ∑
1

m =0∫
∞

0
e - ( s +λ) x [λb( s) x ] m

m !
d H( x) } + ⋯+

q 3
1 ( s)

bj ( s)

　{ h( s +λ-λb( s) ) - ∑
j - 1

m =0∫
∞

0
e - ( s +λ) x [λb( s) x ]m

m !
d H( x) }

=∫
∞

0
e - stδj - 1 ( t) d t + q 3

j ( s) -
q 3

j ( s)

b ( s)
h ( s +λ) +

1
b ( s)

·∑
j- 1

l =1

q3
j - l ( s)

bl ( s)
{ b( s) - ∑

l

m =0∫
∞

0
e - ( s +λ) x [λb(s) x ]m

m !
d H( x) }

(15)

从式 (15)中解出 q 3
j ( s)即得式 (9) .

下面我们讨论系统队长的瞬态分布.令

　　　　pmj ( t) = P{ N ( t) = j| N (0) = m} ,

　　　　p 3
mj ( s) =∫

∞

0
e - stpmj ( t) d t , 　m , j≥0

定理 3　对 m≥0和 j≥1 ,有

p 3
m0 ( s) =

bm ( s)
s +λ-λb( s)

(16)

p 3
mj ( s) = ∑

m

l =1

q 3
j2( m2l) ( s) bl - 1 ( s) +

λq 3
j ( s) bm ( s)

s +λ-λb( s)
(17)

其中 q 3
j ( s)由定理 2给出 ,当 k≤0时 ∑

k

j =1

= 0 , b ( s)由定理 1

确定.

证明 :设τ̂j与 bj分别表示从初始状态 N (0) = 0出发 ,系

统的第 j个闲期与忙期长度 , j≥1.由于顾客到达是参数为λ

的 Poisson流 ,所以τ̂j服从参数为λ的负指数分布即 F ( t) = 1

- e - λt ( t > 0) ,而且从任意初始状态出发 ,顾客不再反馈彻底

离开系统后瞬时队长为 n ( ≥0)的那些时刻构成一个更新过

程的更新时刻 ,于是{τ̂j , j ≥1}与{ bj , j ≥1}相互独立 ,且各自

为一个独立的过程.

显然在时刻 t系统的队长等于零的充分必要条件是时刻

处于系统的闲期 ,所以

p00 ( t) = ∑
∞

k =1

P{ ∑
k- 1

j =1

(τ̂j + bj) ≤t < ∑
k- 1

j =1

(τ̂j + bj) +τ̂k}

= ∑
∞

k =1∫
t

0
P{τ̂k > t - x} d P{ ∑

k- 1

j =1

(τ̂j + bj) ≤x}

= ∑
∞

k =1∫
t

0
[1 - F( t - x) ]d[ F

( k - 1) ( x) 3 B
( k - 1) ( x) ]

(18)

设 b〈m〉表示由 m个顾客开始的忙期长度 ,由于顾客的输

入流是一个参数为λ的 Poisson流 ,所以 b〈m〉可以表示为

b〈m〉= b1 + b2 + ⋯+ bm , 　m≥1 (19)

772第　2　期 余　妙 :反馈次数服从几何分布的M/ G/ 1排队系统的队长分布



于是

pm0 ( t) = ∑
∞

k =1

P{ b〈m〉+ ∑
k- 1

j =1

(τ̂j + bj) ≤t < b〈m〉

　+ ∑
k- 1

j =1

(τ̂j + bj) +τ̂k}

=∫
t

0
p00 ( t - x) d P{ b〈m〉≤x} =∫

t

0
p00 ( t - x) dB ( m) ( x)

(20)

然后对式 (18) 、式 (20)取 L 变换 ,经整理即得式 (16) .

当 j≥1时 ,同理 ,有

p0 j ( t) = ∑
∞

k =1

P{ ∑
k- 1

j =1

(τ̂j + bj) +τ̂k≤t < ∑
k

j =1

(τ̂j + bj) , N ( t) = j}

= ∑
∞

k =1∫
t

0
P{ bk > t - x , N ( t - x) = j}

　d[ F
( k) ( x) 3 B

( k - 1) ( x) ]

= ∑
∞

k =1∫
t

0
Qj ( t - x) d[ F

( k) ( x) 3 B
( k - 1) ( x) ] (21)

pmj ( t) = P{ b〈m〉> t , N ( t) = j} + P{ b〈m〉≤t , N ( t) = j}

= ∑
m

l =1∫
t

0
{ N ( t - x) = j - ( m - l) , bl > t - x}dB

( l - 1) ( x)

　+∫
t

0
p0 j ( t - x) dB

( m) ( x)

= ∑
m

l =1

Qj - ( m - l) ( t) 3 B ( l - 1) ( t) +∫
t

0
p0 j ( t - x) dB ( m) ( x)

(22)

然后对式 (21) 、式 (22)取 L 变换 ,经整理即得式 (17) .

3　系统队长的稳态分布

　　定理 4　令 pj = lim
t→∞

P{ N ( t) = j} , j≥0 ,则对任意初始状

态有

(1)当ρ=
λ
αμ≥1时 , pj = 0 , j = 0 ,1 ,2 , ⋯;

(2)当ρ=
λ
αμ < 1时 , { pj , j ≥0}存在且构成概率分布 ,进

一步有如下的递推表达式 :

p0 = 1 -ρ

pj =
1
a0

{λ(1 -ρ)∫
∞

0
[1 - H( t) ]

(λt) j - 1

( j - 1) !
e - λtd t

+ ∑
j - 1

l =1

pj - 1 [1 - ∑
l

m =0

am ]}

am =∫
∞

0
e - λt (λt) m

m !
d H( t) , m = 0 ,1 ,2 , ⋯

证明 :由全概率公式和控制收敛定理 ,得

　　　pj = lim
t→0 ∑
∞

m =0

pmj ( t) P{ N (0) = m}

= ∑
∞

m =0

P{ N (0) = m} lim
t→∞

pmj ( t) , j≥0 (23)

根据 L 变换的终值定理 ,有 lim
t→∞

pmj ( t) = lim
s→0 +

sp 3
mj ( s) ,再由 L2

Hospital法则 ,结合前面式 (7)和定理 2 ,经整理即可得证.

推论 1　令π( z)表示在平衡状态下系统队长分布的概率

母函数 ,则当ρ< 1时

　π( z) =
α(1 -ρ) (1 - z) g[λ(1 - z) ]

[α+ (1 -α) z ] g (λ(1 - z) ) - z
, 　| z| < 1 (24)

这与文献[2 ]中的相应结果一致.

证明 :由π( z) = ∑
∞

j =0

zjpj直接计算可得.

推论 2　在平衡状态下 ,系统的平均队长为

�N =
2 (1 -αρ) +αλ2 E[χ2 ]

2 (1 -ρ) , 　ρ< 1 (25)

其中 E[χ2 ]为顾客一次服务时间χ的二阶原点矩.

注 :当离开概率α= 1时 ,上述所研究的系统便是我们熟

知的经典M/ G/ 1排队系统.利用上述已得出的结果 ,我们很

容易得到经典的M/ G/ 1系统的相对应的一些结果 ,如概率母

函数π( z) =
(1 -ρ) (1 - z) g[λ(1 - z) ]

g (λ(1 - z) ) - z
等.
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