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　　摘　要 : 　支持向量分类中 ,高斯核不区分样本中各个特征的重要性 ,显然各个特征对分类的贡献一般是不相同

的.为了体现这种差别从而提高支持向量机的泛化性能 ,文中提出了多宽度高斯核的概念.多宽度高斯核增加了支持

向量机的超级参数 ,进一步地 ,文中提出了多参数模型选择算法.算法利用误差界自动实现模型选择.通过实验验证了

多宽度高斯核和多参数模型选择算法的有效性.
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Abstract :　In support vector classification , Gaussian kernel is insensitive to the differences of features . However , generally ,

different features function differently in classification. To improve the generalization performance of support vector machines , the

Gaussian kernel with multiple widths is proposed to emphasize the different contributions of features to classification. With this ker2
nel ,the related model selection scheme is designed which can automatically tune multiple parameters for support vector machines by

minimizing the error bound. The efficiencies of the proposed kernel and related model selection algorithms are validated via experi2
ments .
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1　引言

　　高斯核 (或称高斯径向基核)是支持向量机 ( Support

Vector Machines ,SVM)常采用的核函数[1～4] ,它的宽度参

数定义了核函数的泛化规模 ,直接影响 SVM的泛化性

能 ,高斯核形式如下 :

k ( x , y) = exp ( - ‖x - y‖2/ 2σ2) (1)

很显然 ,高斯核不区分样本中各个特征的重要性.但一

般来说 ,各个特征对分类的贡献是不同的 ,为了体现这

种差别 ,引入多宽度高斯核并命名为 GKMW( Gaussian

Kernel with Multiple Widths) ,GKMW采用如下形式

k ( x , y) = exp -
1
2 ∑p

( xp - yp)
2

σ2
p

, Π p (2)

容易证明 GKMW是一个正定核 ,即为 SVM的可取核.现

在给予每个特征一个权重 fwp (feature weight)去指示该

特征对分类的贡献程度并规定

fwp = 1/σp , 　　Π p (3)

则有 GKMW的另一种形式

k ( x , y) = exp -
1
2 ∑p (fwpxp - fwpyp)

2 (4)

确定核参数 (又称超级参数)的最优值属于模型选

择(Model Selection)的研究领域[5 ] .当模型参数较少时 ,

可用穷尽搜索的方法进行模型选择.当模型参数比较多

时搜索空间太大 ,穷尽搜索变的无能为力 ,一种可行的

办法是利用误差界来选择模型参数. SVM的归纳学习

原则是基于结构风险最小化的 ,也就是对未来的期望误

差最小化 ,因此利用误差界去实现模型选择是与 SVM

的归纳学习机制一致的.

2　前人及相关的工作

　　简要介绍 SVM的形式化 ,详细的讨论可参考文献

[2 ,3 ] .分类时 ,给定 l个样本的训练集 D = { xj , yj} ∈Rn
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×{ - 1 ,1} , Π j ,SVM对未来样本预测如下

f ( x) = sign ∑
l

j = 1

αjyjk ( x , xj) + b (5)

其中αj≠0的训练样本称为支持向量.这里αj , Π j通过

优化下面的对偶问题获得

max　W(α) = eTα-
1
2
αTQα

s. t . 　0≤αj≤C , yTα= 0 (6)

这里 e是单位向量 ; Q是 l×l矩阵 ,其中 Qij = yiyj K( xi ,

xj) ; C是惩罚因子.该对偶问题的原问题是

　　min　J ( w , b ,ξ) =
1
2

wTw + C ∑
l

j = 1

ξj

　　s. t . 　yj ( wTΦ( xj) + b) ≥1 -ξj , 　ξj≥0 (7)

这里ξj称为误差项 ;Φ定义了从输入空间到特征空间

的映射 ,映射通过 K( x , y) =Φ( x) TΦ( y)间接定义.上

述优化问题称为 L12SVM;当误差项ξj 的指数为 2 时对

应的 SVM称为 L22SVM.另外 ,L12SVM在最优解时还有

下面的等式

w = ∑
l

j = 1

αjyj<( xj) ,

1
2

wTw + C ∑
l

j =1

ξj = eTα-
1
2
αT Qα (8)

L12SVM ,Chung等人[6 ]提出了一个半径2间隔误差界

B = R2 +
1
C

wT w + 2 C∑
l

j = 1

ξj (9)

这里 R是在特征空间中包含所有训练样本的最小球的

半径[2 ,7 ] ,进一步考虑到使用 GKMW时有 K( x , x) = 1 ,

R2可通过下面的最优化问题得到

R2 = max
β

1 - ∑
l

i , j = 1

βiβjk ( xi , xj)

s. t . 　∑
l

i = 1

βi = 1 ,βi ≥0 , Π i (10)

Chung等人利用式 (9)去选择高斯核的宽度并且取

得了良好的效果.在利用泛化误差界为 SVM进行模型

选择的研究中 ,前人的工作主要集中在2个参数的选择

上 ,即高斯核宽度σ和惩罚因子[5 ,6 ,9 ,10 ,12 ] C. Chapelle等

人[8 ]提出了多参数的 SVM模型选择方法 ,其工作是基

于L22SVM的.一般来说 ,L12SVM比 L22SVM更常使用 ,

而且L12SVM产生的支持向量的个数比 L22SVM的要

少[6 ] ,普遍认为稀疏性是 SVM的一个重要特征之一.

本文的工作是基于L12SVM的多参数模型选择.

3　多参数模型选择

　　采用逐次逼近的迭代程序去实现多参数的模型选

择.用σ= (σ1 ,σ2 , ⋯,σn) T代表 GKMW中所有的宽度

参数 ,迭代算法如下
(1)初始化σ和 C.

(2)用标准的 SVM算法找出 (α0 ,β0) ,参考式 (6)和
(10) .

(3)通过拟牛顿法优化式 (9) ,更新参数σ和 C ,即
(σ, C) = arg min

σ, C
B (α0 ,β0 ,σ, C)

(4)转到步骤 (2) ,或者根据某个停止条件结束迭代

程序.

下面我们介绍算法的实现.

311　计算误差界的梯度

误差界 B (σ, C)和参数 (σ, C)之间是一种隐式依

赖关系.为方便 ,用 9v表示向量 v中各个元素的梯度.

根据前人在处理隐式梯度问题的研究成果[6 ,8 ,9 ,11 ] ,这

里给出一个具体的结论 :

引理 1　在上面的多参数优化的迭代过程中 , 9B/

9σ不依赖 9α/ 9σ和 9β/ 9σ的数值 ; 9B/ 9C不依赖于

9α/ 9C的数值.

证明　为方便起见用θ代表 (σ, C) ;用μ代表 (α,

β) ;μ0代表最优化问题式 (6)和式 (10)的解 (α0 ,β0) ;定

义 B (θ,μ0) = minμB (θ,μ(θ) ) .为明晰起见 ,先看下面

的函数依赖关系图 :

θ(σ, C)
(6) (7)

(α0 , w ,ξ)

θ(σ)
(10)

(β0 , R)

θ( C)

→B ( w ,ξ, R , C)

从式 (9)可看出 :欲求 B 对参数θ的梯度 ,也就是求 B

中的变量 ( w ,ξ, C , R)对θ的梯度.表面上看 w依赖于
α,参见式 (8) ;α又依赖于θ,参见式 (6) .但实际上变量
( w ,ξ,α0)的值都是通过同一个优化问题式 (6)和式 (7)

获得 ,只是它们在名称和形式上不同而已 ,因此在优化

解α=α0处 ,有 9wT w/ 9α= 0 ; 9ξ/ 9α= 0 .另外α0依赖

于 C ,但是 C并不依赖于α0 ,也就是 9C/ 9α0 = 0 .总结

上面的分析 :当α=α0时 , 9B/ 9α= 00 ,这将会导致

9B
9α α=α

0

9α
9θ= 0

因此迭代计算 9B/ 9θ时 ,不需要 9α/ 9θ的数值.同样

的分析也适合于β和 R ,参考式 (10) ,即

9B
9β β=β

0

9β
9σ= 0

所以迭代计算 9B/ 9σ时也不需要 9β/ 9σ的数值.上述

分析可形式化为

9B
9θ=

9B
9θ μ0

fixed
+

9B
9μ μ=μ

0

9μ
9θ =

9B
9θ μ0

fixed

证明完毕.

上面的引理 1说明了在计算误差期望界 B 的梯度

时 ,不需要考虑 (α,β)的影响.下面的一切梯度计算都

以引理 1为基础 ,不再重复说明.

在模型选择时 ,前人的参数搜索算法一般都工作
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在 lnθ空间 ,优点是可以消除参数的正条件约束 ,从而

使优化问题变为无约束的.定义 B1 = R2 + 1/ C和 B2 =

wT w + 2 CΣiξi .在 lnθ空间中 , B 的梯度为

9B
9lnθi

=θi

9B1

9θi
B2 +

9B2

9θi
B1 (11)

这里θi 代表θ中第 i 个参数 ,考虑式 (6)和 (8) ,有

9B2/ 9C = 9 (2 eTα- αT Qα) / 9C并存在约束条件 :0≤αj

≤C; yTα= 0 , Π j .消除 C的约束条件[6 ]通过变换 :α=

Cγ.这样式 (6)可变为Max : eTγC - γT QγC2/ 2并有约束

0 <γj < C和 yTγ= 0 .考虑到 2 eTα- αTQα= C2 (2 eTγ/

C - γT Qγ) ,有

　　　　
9B2

9C
=

9 ( C2 (2 eTγ/ C - γTQγ) )
9C

= 2 C
2 eTγ

C
- γT Qγ - C2 2 eTγ

C2

=
2
C

(2 eTα- αT Qα) -
2
C

( eTα)

=
2
C

(e Tα- αT Qα) (12)

其他梯度为
9B1

9C
=

- 1
C2 (13)

根据式 (2) , Π p

9B1

9σ2
p

= - ∑
i , j

βiβj

9k ( xj , xj)

9σ2
p

(14)

9B2

9σ2
p

= - ∑
i , j

αiαjyiyj

9k ( xj , xj)

9σ2
p

(15)

9k ( xi , xj)

9σ2
p

= k ( xi , xj)
( ( xi) p - ( xj) p)

2

2σ4p
(16)

这里 ( x) p代表向量 x的第 p个元素.以上给出了用拟

牛顿法优化误差界需要的所有梯度.

312　算法实现的一些观点

多参数模型选择算法是这样是实现的 :标准的

SVM算法使用 Chang和Lin[4]提供的LIBSVM软件 ,并做

了一些修改 ;拟牛顿下降法使用 Broyden2Fletcher2Gold2
farb2Shanno (BFGS)算法[13 ] .因为迭代算法是渐进收敛

的 ,所以需要设立停止条件.经验显示 ,较松的停止条

件反而会使选择的 SVM模型有更好的鲁棒性.对迭代

算法的条件设置如下 : (1)最大迭代次数设置为 50 次 ;

(2) Π p ,σp和 C都初始化为 1 ; (3)线性搜索时 ,为防止

过大的步长进入错误的搜索区域 ,其步长λ限制在如

下范围内 :

‖λθt‖≤ 2 n (17)

n代表模型参数的个数 ;θt 中的 t代表第 t次迭代.

4　实验部分

　　实验采用标准数据集 ,为了防止数值计算时大数

据特征吃掉小数据特征的现象 ,需要对数据做预处理 ,

将各个特征都线性规格化在区间[ - 1 ,1 ] ,这一建议来

自于 Chin2Jen Lin.所有的模型参数都采用本文介绍的

方法选择模型参数 ,对于使用高斯核的 SVM ,模型参数

的选取也使用上面的算法 ,只是将多个宽度 (或特征权

值)用一个宽度代替即可 ,涉及的算法改动简单 ,不再

多述.数据集描述在表 1 .

表 1　数据集描述

数据集 类 特征 样本 来源

Heart Disease 2 13 270 [14]

Ionosphere 2 34 351 [15]

Iris Plant 3 4 150 [15]

Wine Recognition 3 13 178 [15]

411　实验

实验 ( a) :该实验用于评价使用 GKMW的 SVM和

使用高斯核的 SVM性能 ,将每个数据集随机选取 80 %

的样本作为训练集 ,剩下的 20 %的样本作为测试集 ,评

价指标采用 5次实验的平均值 ,实验结果在表 2 .
表 2　高斯核和 GKMW的性能比较 (准确率)

数据集 高斯核 GKMW

Heart Disease 81. 4815 % 85. 1852 %

Ionosphere 94. 0171 % 95. 4416 %

Iris Plant 96. 6667 % 97. 3333 %

Wine Recognition 97. 7528 % 98. 3176 %

　　实验 ( b) :该

实验用于评价多

参数模型选择算

法的性能 ,实验采

用 Heart Disease 和

Ionosphere数据集 ,

训练集/测试集的

划分方法同 ( a) .

然后做出误差界
(bound , y 轴)和测

试 错 误 率 ( error

rate , y轴)曲线 ,其中 x 轴为迭代次数 ( Iterations) .如果

bound曲线和 error rate曲线的走向是大体一致的 ,下降

的 ,最后是稳定收敛的 ,我们就说这个算法是有效的.

实验结果见图 1和图 2 .

实验 ( c) :该实验用于说明各个特征对分类的贡献

是不同的 ,实验仍采用 ( b)中的两个数据集 ,通过条形

图显示各个特征权.实验结果见图 3和图 4 .

412　实验分析

实验 ( a) :表 2显示 SVM采用 GKMW以后 ,其分类

性能有所提高.高斯核是一个性能优越的核函数 ,因此

任何以高斯核为基础所做的改进都是很有意义的.

GKMW的核参数空间覆盖了单宽度高斯核的参数空
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间 ,因此 ,如果有一个好的模型选择算法的话 ,理论上 应该能够提高泛化能力.

　　实验 ( b) :图 1和图 2显示随着误差界的下降 ,其测

试误差也随之下降.迭代开始时 ,由于各个超级参数离

最优值相差较大 ,所以测试错误率较大.随着误差界的

下降 ,测试误差随之降低 ,迭代优化到 30 次以后 ,误差

界和测试误差的下降已经不明显 ,并且数值比较稳定 ,

因此我们把迭代次数最大值设为 50 次是比较合理的 ,

两条曲线共同的走向以及最后收敛到比较稳定的数值

说明本文的模型选择算法是有效的.

实验 ( c) :图 3、图 4都指示出了不同的特征在分类

时具有不同的权值 (重要性) .

5　结论

　　本文提出了 GKMW的概念 ,通过给样本的各个特征

赋予不同的权重 , SVM 的分类性能有所提高. 采用

GKMW以后 ,SVM的超级参数变多 ,针对这个问题 ,文中

又进一步提出了多参数的模型选择策略.通过利用误差

界去选择模型参数 ,其底层机制和 SVM的训练机制是一

致的 ,也就是说模型选择和模型训练都是以最小化 SVM

的泛化误差为标准.实验证实 SVM采用 GKMW后 ,其分

类性能比采用单宽度的高斯核有所提高.
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