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基于曲线波变换的图像分解

白　键 ,冯象初
(西安电子科技大学理学院应用数学系 ,陕西西安 710071)

　　摘　要 :　将图像分解为卡通部分 (有界变差部分)和震荡部分 (文本部分)是近年来图像处理的一个重要问题.图

像的卡通部分是由一个有界变差 (BV)函数来刻画 ,相应的将BV罚项合并到变分泛函中需要解偏微分方程. Daubechies

用 B1
1 ( L1)项代替 BV罚项并且用小波解变分问题.按照她的方法 ,我们通过设计一种数字曲线波算法和一种依赖于尺

度的阈值规则 ,从而得到了一种有效的基于数字曲线波变换的图像分解算法.我们可以看出该算法对噪声具有很强的

鲁棒性并且能使图像边缘保持稳定.
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Image Decompo sition by Curvelet Transform
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Abstract :　Recent years ,decomposing an image into cartoon component (bounded variation component) and oscillating com2
ponent (texture component) is an important problem in the field of image processing. The cartoon component of an image is mod2
eled by a bounded variation (BV) function ; the corresponding incorporation of BV penalty terms in the variational functional leads

to solve PDE equations . Daubechies replaced the BV penalty term by a Besov term and wrote the problem in a wavelet framework.

Following her ideas ,we propose a new image decomposition algorithm based on the digital curvelet transform. By designing a digital

curvelet transform algorithm and a scale2dependent thresholding rule ,elegant and numerically efficient schemes are obtained. We can

see that this approach is very robust to additive noise and can keep the image edges stable .
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1　引言

　　在图像处理中 ,对于一幅观察图像 f ,它包含卡通部分和

文本部分.如何找出卡通图像 u和文本图像 v是一个很重要

的问题 ,其中 f = u + v.由 Rudin ,Osher和 Fatemi (ROF) [1 ]提出

的总变差最小模型在图像去噪方面取得了巨大的成功 ,但是

它不适合提取文本.在文献[2 ]中 ,Meyer提出用 G空间 (在某

种意义上的 BV空间的对偶空间)来刻画文本. G空间包含了

更多的文本并且适合提取图像的震荡成份.对于 Meyer提出

的模型 ,Vese和 Osher[3 ]给出了一种数值算法 ,该算法需要解

偏微分方程.在文献 [4～7 ]中 , G空间被 H - 1空间 (负 Hilber2
Sobolev空间)代替并且出现了许多数值算法 ,这些算法都需

要解偏微分方程并且计算量较大. Daubechies在文献 [8 ]中将

BV罚项用 B1
1 ( L1)项代替 ,并且用小波解变分问题 ,不但降低

了计算量而且获得了很好的结果.但是小波将图像边缘变得

模糊 ,所以必须使用边缘增强算法.

曲线波变换[9～11 ]是由 EJ Candes和D L Donoho在 1998年

提出的 ,它是从脊波理论中获得的.曲线波是由多尺度脊波合

并带通的滤波算子得到的.曲线波变换将图像滤波为许多不

同频率的子带图像 ,对于低通图像 ,进行小波分析 ;对于带通

图像 ,进行多尺度脊波分析.曲线波基的支撑区间具有性质 :

width≈ lenth2 ,比起小波变换中的各向同性尺度关系 ,它具有

各向异性尺度关系 ,这使得它对具有曲线间断的函数具有很

好的逼近效果.在文献[12 ]中 ,J L Starck将基追踪算法与总变

差正则算法相结合 ,给出了一种新的图像分解算法.他用了两

个字典 ,一个用来表示文本 ,另一个用来表示卡通部分.曲线

波是用来表示卡通部分的字典中的主要变换 ,它可以很好的

表示图像的卡通部分.

按照 Daubechies的方法 ,我们用曲线波代替小波 ,通过设

计一种数字曲线波算法和一种新的依赖于尺度的阈值规则 ,

从而给出了一种新的图像分解算法.我们首先用新算法对一

幅卡通图像进行去噪 ,然后将两幅 Barbara图像分解为卡通部

分和文本部分.数值试验表明新算法能够使图像边缘稳定并

且对卡通图像有很好的去噪效果.
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2　数字曲线波变换

　　曲线波 rμ= rμ( x1 , x2)在文献 [9 ,11 ]中被定义为 L2 ( R2)

的紧框架.曲线波变换由以下几步构成 : ( a)子带分解 ; ( b)分

块并光滑化 ; ( c)归一化 ; ( d)脊波分析.文献[11 ,13 ]给出了曲

线波的数字化实现方法 ,在本文我们用以下方法来实现数字

曲线波变换.

子带分解 :图像大小为 256 ×256 , 本文将图像用

Daubechies 4小波分为 8个子带 ,分别为 j = 0 ,1 , ⋯,7.曲线波

子带 s = 1对应于小波子带 j = 0 ,1 ,2 ,3 ,曲线波子带 s = 2对

应于小波子带 j = 4 ,5 ,6 ,曲线波子带 s = 3对应于小波子带 j

= 7.这样 ,对于图像 f ,分别得到低通图像 f1 ,带通图像 f2 , f3 .

分块 :对于 f2 ,将其分成 32×32的小块 f2 , i , j ,这样共有 64

个小块 f2 , i , j (1≤i≤8 ,1≤j≤8) .对于 f3 ,将其分成 16×16的小

块 f3 , m , n ,这样共有 256个小块 f3 , m , n (1≤m≤16 ,1≤n≤16) .

脊波分析 :对于 f2 ,用 64×64的重叠的块 g2 , p , q覆盖它 ,

其中 (1≤p≤7 ,1≤q≤7) , g2 , p , q = f2 ( [ ( p - 1) ×32 + 1 , ( p +

1) ×32 ]×[ ( q - 1) ×32 + 1 , ( q + 1) ×32 ]) .对于 f3 ,用 32×32

的重叠的块 g3 , x , y覆盖它 ,其中 (1≤x ≤15 ,1≤y ≤15) , g3 , x , y

= f3 ( [ ( x - 1) ×16 + 1 , ( x + 1) ×16 ]×[ ( y - 1) ×16 + 1 , ( y +

1) ×16 ]) .

对 g2 , p , q和 g3 , x , y做脊波分析 ,得到脊波系数α2 , p , q ,λ和

α3 , x , y ,λ,其中λ为脊波指标.有很多种方法可以实现脊波的数

字化 ,本文采用文献 [14 ]的方法.它实质是用快速 Slant Stack

方法做 Radon变换 ,再关于 t做Meyer小波变换.

以上每一步都可以精确的重构 ,所以重构算法依次分为

以下几步.

脊波重构 :对每一块图像脊波系数αη用文献[14 ]给出的

逆变换求逆 ,即 R - 1 = S - 1 W - 1 ,其中 W - 1为 Meyer小波逆变

换算子 , S - 1为广义 Radon逆变换算子.

在文献[15 ] ,我们提出了一种新的数字脊波重构算法.比

起原来的算法 ,新算法具有更好的效果 ,所以在本文我们用新

算法来实现脊波重构.

光滑化 :对于 f2 , i , j ,用覆盖它的 64×64四块 B1 , B2 , B3 ,

B4加权平均求和 ,得到 :

h1 = w ( i2/ l) B1 ( i1 , j1) + w (1 - i2/ l) B2 ( i2 , j1)

h2 = w ( i2/ l) B3 ( i1 , j2) + w (1 - i2/ l) B4 ( i2 , j2)

Δf2 , i , j = w ( j2/ l) h1 + w (1 - j2/ l) h2

其中 w ( x) = cos2 (πx/ 2)为光滑函数 , l = 32为块的大小 , i2 =

i1 - l , j2 = j1 - l , i1 , j1 > l .

同样 ,对于 f3 , m , n ,可以得到Δf3 , m , n .

子带重构 :对每一子带分别重构得到Δf1、Δf2、Δf3 ,将其

投影到相应的子带再相加即为重构的图像 : �f =Δ1 (Δf1 ) +

Δ2 (Δf2) +Δ3 (Δf3) .

3　图像分解

　　为了提取图像的有界变差部分与文本部分 ,Meyer提出用

BV空间的对偶空间 G空间来刻画文本.他指出 ,如果 v表示

文本和噪声 ,那么 v∈G,于是引入下面的图像恢复模型 :

inf E( u) =∫ý u +λ‖v‖3 , f = u + v (1)

对于 G空间 ,Meyer给出了接下来的定义[2 ] :

定义 1 　设 G是由所有能写成以下形式的广义函数

v ( x , y)所构成的 Banach空间

v ( x , y) = 9 x g1 ( x , y) + 9 y g2 ( x , y) , g1 , g2∈L ∞( R2) (2)

在其中引入‖v‖3范数 ,它是函数| g| 的 L ∞范数的下确界 ,

其中 g = ( g1 , g2) , g ( x , y) = g2
1 ( x , y) + g2

2 ( x , y) .由于

G空间比 L2空间大 ,所以它包含更多的文本.在文献 [8 ]中 ,

Daubechies将 BV空间用 B1
1 ,1代替 ,将 G空间用 H - 1空间代

替 ,得到了以下的模型 :

inf　Ff ( v , u)

其中

Ff ( v , u) = ‖f - ( u + v) ‖
2

L
2

(Ω) +γ‖v‖
2

H
- 1

(Ω) + 2α| u|
B

1
1 ,1

(Ω)

(3)

对于 Besov空间 B
β
p ( Lp (Ω) ) ,我们有接下来的定义 :

定义 2　设Ψj , k是小波基函数.对于β> 0和 0 < p≤∞,

Besov空间 Bβp ( Lp (Ω) )是以下函数的集合 :

Bβp ( Lp (Ω) ) = f ∈Lp (Ω) : f
B
β
p

( L
p

(Ω) ) < ∞

其中 , f
B
β
p

( L
p

(Ω) ) = ∑
λ

2|λ| sp| fλ| p 1/ p
, fλ=〈f ,Ψλ〉,

　　　s =β+ 1 -
2
p

, |λ| = j (4)

当 p = 2 , B
β
2 ( L2 (Ω) )就是Bessel空间 H

β(Ω) .与Bessel空

间 Hβ(Ω)的特别情况相类似 ,负指数 Besov空间 Bβp ( Lp (Ω) )

(β< 0)可以看成 Bβ′p′( Lp′(Ω) )空间的对偶空间 ,其中β′=

-β,
1
p

+
1
p′= 1.将式 (3)写成小波的形式 ,问题转化为 :

inf ∑
λ∈J

( fλ - ( uλ+ vλ)
2 +γ2 - 2|λ| vλ

2 + 2α uλ )

(5)

其中 , J = {λ= ( i , j , k) : k ∈J j , j∈Z , i = 1 ,2 ,3}是指标集.上

式可以由以下的阈值规则来求解 :

定理 1　[8 ]

设 f 是一个给定的函数 ,式 (5)的解由 f 的小波系数的非

线性滤波给出 :

�vγ,α= ∑
λ∈J

j
0

(1 +γ2 - 2|λ| ) - 1 [ fλ - Sα(2
2|λ|

+γ) /γ
( fλ) ]/Ψλ

和　�uγ,α= ∑
k∈I

j
0

〈f , <j
0

, k〉<j
0

, k + ∑
λ∈J

j
0

Sα(2
2|λ|

+γ) /γ
( fλ) ]/Ψλ

(6)

其中 , St表示小波软阈值算子 , <j
0

, k是小波尺度函数 , J j
0

是所有大于 j0的指标λ的集合 , Ij
0
是对于固定的尺度 j0 的λ

的集合.

对于在[0 ,1 ]2上 C∞光滑除了在一段有限的光滑曲线上

有间断的函数 f ,它属于 B1
1 ,1 ( [0 , 1 ]2)但是不属于 Bs

1 ,1 ( [0 ,

1 ]2) ,其中 s > 1.对于这样的分块光滑函数 , M项小波非线性

逼近的 L2误差为 O ( M - 1) .比起小波 , M 项曲线波非线性逼

近的误差可以达到 O ( M - 2) .曲线波已经达到了最优的逼近
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误差.因为 M项曲线波非线性逼近的误差为 O ( M - 2) ,所以

在式 (4)中令β= 2并且用曲线波代替式 (4)中的小波 ,我们就

得到了接下来的公式 :

inf ∑
η∈s1 , s2 , s3

( fη - ( uη+ vη)
2 +γ2 - 4|η| vη

2 + 2α·2|η| uη )

(7)

其中 , s1 , s2 , s3是曲线波子带指标集 , |η| 是曲线波的尺度 ,定

义如下 :

对于每一曲线波子带 s = 2中的 64×64块图像 ,进行脊

波分析 ,共有 7 个脊波尺度 J = 0. 1 , 2 , 3 , ⋯, 6.曲线波子带

s = 2对应于小波尺度 j = 4 , 5 , 6 ,所以我们定义曲线波尺度

|η| = 3. 5 +
1
2

J .

对于每一曲线波子带 s = 3中的 32×32块图像 ,进行脊波分

析 ,共有 6个脊波尺度 J = 0 ,1 ,2 , ⋯,5.曲线波子带 s = 3对应于

小波尺度 j = 7 ,所以我们定义曲线波尺度|η| = 6. 5 +
1
5

J .

其相应的阈值结果为 :

�vγ,α= ∑
η∈s2 , s3

1 +γ2 - 4|η| - 1 fη - Sα·2|η|
(2

4|η|
+γ) /γ

( fη) cη

和　�uγ,α= f1 + ∑
η∈s

2
, s

3

Sα·2|η|
(2

4|η|
+γ) /γ

( fη) cη (8)

其中 , cη是曲线波基函数.因为离散曲线波变换并不是保范

的 ,所以曲线波的范数将依赖于曲线波指标集η.式 (8)是式
(7)的一个近似解.设 F表示离散曲线波变换矩阵 ,我们用蒙

特卡洛法来估计 FFT的对角元素.这可以通过对一些标准的

高斯白噪声图像进行曲线波变换 ,然后对曲线波变换系数求

平均值.设 �σ2
η是 FFT的对角元素的近似 ,并且令α= �ση·b.我

们用依赖于指标的阈值公式 ,其相应的阈值结果为 :

�vγ,α= ∑
η∈s

2
, s

3

1 +γ2 - 4|η| - 1 fη - S
b·�ση·2

|η|
(2

4|η|
+γ) /γ

( fη) cη

和　�uγ,α= f1 + ∑
η∈s2 , s3

S
b·�ση·2

|η|
(2

4|η|
+γ) /γ

( fη) cη (9)

4　数值试验

　　我们首先对一幅几何图像加入方差σ= 20的高斯白噪

声 ,并且用三种不同的方法进行去噪试验.对于一幅含噪声的

有界变差图像 ,噪声就是其文本部分 ,原始图像就是其卡通部

分.在图 1中我们分别列举了小波软阈值算法 ,标准的曲线波

阈值算法和本文的方法所得出的结果 ,其中 b = 010000045 ,γ

= 0101.信噪比的单位是 dB.我们可以看出本文的方法和标

准的曲线波阈值算法都获得了很好的效果 ,但是小波软阈值

算法将图像边缘变得模糊.因此 ,新算法对噪声具有很强的鲁

棒性.在图 2和图 3中我们用提出的算法将两幅噪声 Barbara

图像 (σ= 10)分解为卡通部分和文本部分 ,其中 b = 0100025 ,

γ= 0101.比较本文的结果和文献[8 ]的结果 ,我们可以看出新

算法得到的图像边缘稳定并且视觉效果较好.

5　结论

　　本文提出了一种新的图像分解算法 ,既基于数字曲线波

变换的图像分解算法.该算法通过对数字曲线波变换系数进

行一种依赖于尺度的阈值 ,从而将图像分解为有界变差部分

和文本部分.我们用提出的方法对一幅几何图像进行去噪并

且将两幅 Barbara图像分解为卡通部分和文本部分.实验结果

表明新算法可以使图像边缘保持稳定并且视觉效果比文献

[8 ]的算法要好.由此可以看出 ,新算法非常适合图像分解.但

是数字曲线波算法计算量较大.最近 ,Candes改进了原始的算

法并且提出了一个快速离散曲线波算法 [16 ] .新算法大大降低

了计算量并且完全适合我们的图像分解算法 ,所以我们期望

一个快速的图像分解算法.
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