
用于增强信号的自适应广义特征向量跟踪算法

杨 � 坚,奚宏生,杨 � 锋,赵 � 宇
(中国科学技术大学自动化系网络传播系统与控制实验室( 218# ) ,安徽合肥 230027)

� � 摘 � 要: � 广义特征分解技术在现代自适应信号处理中占有重要地位.本文提出了一种新的无约束损失函数用于
广义特征分解,并且分析了损失函数的特性. 通过应用递推最小二乘( RLS)技术来最小化损失函数, 得到了用于求解

最大广义特征值对应的广义特征向量的自适应算法. 并将这种算法应用于 CDMA 系统中的智能天线波束形成问题. 仿

真结果表明算法具有快速收敛和动态跟踪能力.
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Abstract: � The generalized eigen�decomposition plays important roles in modern adaptive signal processing applications. In this

paper, a novel unconstrained cost function for the generalized eigen�decomposition is presented and the properties of the cost function
are analyzed. By applying recursive least�squares technique to minimize the cost function, an adaptive algorithm is proposed for finding

the most dominant generalized eigenvector .The algor ithm is also applied for the beamforming of the smart antenna in CDMA systems.

The simulation results show the proposed algorithm has fast convergence and dynamic tracking capability.
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1 � 引言

� � 自适应广义特征分解技术是一种有效的信号处理方法,

近年来受到了广泛的重视.典型的应用如 CDMA 系统中的自

适应阵列处理[1, 2] . 在这些实时应用中, 往往只能获得两个采

样向量序列 ,并且系统可能是时变的. 因此, 需要一种快速收

敛的,具有跟踪能力的在线自适应迭代广义特征分解算法.

广义特征问题被归结为下述形式: (注: 本文中用加粗的

大写字母表示矩阵,加粗的小写字母表示向量, 斜体字母表示

标量)

Ryw= �Rxw (1)

其中 Ry 和 Rx 是对称的正定矩阵, �和 w 分别称为矩阵束

( Ry , Rx)的广义特征值和广义特征向量. 早先, 对于求解矩阵

束( Ry , Rx)的广义特征向量问题, 研究人员假设协方差矩阵

Ry、Rx 给定, 然后提出一些方法用于求解广义特征向量问

题[3, 4] . 这些基于数值分析的算法计算量大,并且需要给定矩

阵 Ry、Rx . 而在自适应实时信号处理应用中,协方差矩阵 Ry、

Rx 往往是需要估计的. 因此, 这些基于数值分析的算法不适

合于实时自适应信号处理.后来,提出了一些自适应算法, 绝

大部分都是基于梯度的算法[ 1, 2, 5] . 但是基于梯度算法的问题

在于收敛速度慢, 并且这种算法的性能与迭代步长的大小选

择相关. 因此,需要一种更加有效的自适应在线学习算法.

众所周知, 与基于梯度的算法相比,递推最小二乘法收敛

速度快, 并且具有动态跟踪能力[ 6] . 本文采用RLS 技术来实现

广义特征向量自适应跟踪算法.为了适于应用 RLS算法, 给出

了一种新的无约束目标函数.然后, 通过应用RLS 算法最小化

目标函数来计算对应于最大广义特征值的广义特征向量.

2 � 问题描述

� � 在很多信号处理应用中,常常可以获得一个复合的 N 维

的时间序列向量:

x( n) = s( n)+ u( n) (2)

其中 s( n)是某个潜在的目标信号 s ( n)的多个测量值组成的

向量, 而 u( n)是干扰或噪声向量.本文中, 假设信号估计器应

用线性处理方法来最大化输出信号功率, 同时最小化干扰输

出功率. 因此, s ( n)的线性估计为

ŝ ( n) = w
H
x( n) (3)

其中 w= [ w 1, w2, �, wN ] T 为用于线性估计的权重向量.
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� � 自适应算法的目标是搜索最优的 w, 使得输出信号功率

最大而输出干扰功率最小. 因此, 可以采用的信号与干扰比

( SIR)作为目标函数

�=
P s

Pu
=

wHRsw

wHRuw
(4)

其中协方差矩阵 Rs= E{ s( n) sH( n) } , Ru= E{ u( n) uH ( n) } .

目标函数(4)是著名的瑞利商问题.最大化(4)的 w 是矩

阵束( Rs , Ru )的最大广义特征值对应的广义特征向量. 在本

文中, 为了便于阐述算法, 假设信号向量和干扰向量可以分

离.事实上, 要直接分离信号向量 s( n)和干扰向量 u( n)比较

困难,但可以用类似于文献 [ 1, 2]中的方法避免直接分离 s

( n)和 u( n) .

3 � 无约束目标函数

� � 假设 s 和 u是两个N 维的随机向量过程. 由于 Ru 正定,

因此 R- 1
u 也正定,故可以令 R - 1

u = PPH , Ru= ( P- 1) HP- 1, 其

中 P 为N  N 的可逆阵. 考虑下面的无约束损失函数

� J ( w )= E! R- 1
u s - wwHs! 2

R
u

= e[ sHR- 1
u s] - 2E [ sHwwHs] + E[ sHwwHRuww

H s]

= tr( PHRsP)- 2wHRsw+ ( wHRuw) ( wHRsw) (5)

其中 tr(∀ )表示矩阵的迹. 设 �i (�i> 0)和 vi (1# i # N )是矩阵

束( Rs, Ru )的广义特征值和相应的正交规范化广义特征向

量,即 vHi Ruvj =  ij ,其中  ij是 Kronecker delta函数.

正如下面的两个定理,无约束准则( 4)等价于最大化信干

比准则.假设矩阵束( Rs , Ru )只有一个最大广义特征值(对于

多个广义特征值情形在后面讨论) :

定理 1� 当且仅当 w 是矩阵束( Ry , Rx )的广义正交规范

化特征向量时, w 是 J ( w)的平稳点. 并且在平稳点 w, J ( w )

等于除了与 W相对应的广义特征值外的所有的广义特征值

的和.

证明: J ( w)的梯度为

1
2
� J ( w)= - 2Rsw+ Ruw( wHRsw) + Rsw( wHRuw) (6)

对于 w= vi (1 # i # N ) , 注意到 vHiRuvi= 1, Rsvi= �iRuvi , v
H
i Rsvi

= �iv
H
i Ruvi= �i , 故有

1
2
� J ( w )

w= v
i

= 0. 因此, 所有广义正

交规范特征向量,都是 J ( w)的平稳点.

另一方面,对于� J ( w) = 0,有

wH 1
2
� J ( w )= 2( wHRuw) ( wHRsw)- 2wHRsw= 0 (7)

由于 Rs 正定, 对于任何 w∃ 0,都有 wHRsw> 0.根据式( 7)有,

w
H
Ruw= 1. 将此结果用于� J ( w)= 0, 有 Rsw= ( w

H
Rsw) Ruw.

所以, w 为矩阵束( Rs, Ru )的广义标准规范化特征向量, 相应

的广义特征值为 wHRsw .

由于 Rsvi= �iRuvi , ( PHRsP) ( P- 1 vi )= �i ( P
- 1vi ) , 这表明

�i 和 P- 1 vi 是 PHRsP 的特征值和相应的特征向量, 因此, tr

( PHRsP)= %
N

j = 1

�j .当 w= vi 时,

J ( w) w= v
i
= %

N

j = 1

�j- 2�i+ �i= %
N

j = 1, j ∃ i

�j (8)

定理 2 � 矩阵束( Rs , Ru )的最大广义特征值对应的广义

特征特征向量是 J ( w)的唯一全局极小值点, 而其他广义特

征向量是鞍点. 在极小值点时, J ( w)为除了最大广义特征值

外所有广义特征值之和 .

证明: 令 H=
1
2
� �HJ ( w)为 J ( w )的Hessian矩阵, 经过

计算后, 可以表示为

� � � � 1
2
H= - 2Rs+ ( wHRsw ) Ru+ 2Rsww

HRu

+ ( wHRuw) Rs+ 2Ruww
HRs (9)

由于 �i 和 qi= P- 1vi 为矩阵PHRsP 的特征值和相应的特

征向量. 用矩阵形式可表示为 V= PQ , QHQ= I, VHRuV= I,

其中 V= [ v1 , �, vN ]和 Q= [ q1 , �, qN ] .

不妨设 �1和 v 1为矩阵束 ( Rs , Ru )的任意广义特征值和

相应的广义特征向量. 因此,在平稳点 v1有

� 1
2
H

w= v
1

= - Rs+ �1Ru+ 4�1Ruv1v
H
1 Ru

= ( P
- 1

)
H

( - P
H
RsP+ �1I + 4�1q1q

H
1 ) P

- 1
(10)

利用下述结论: PHRsP = Qdiag ( �1, �, �N ) QH , QQH = I 和

4�1q1 q
H
1 = Qdiag(4�1, 0, �, 0) QH .式(10)可以表示为

1
2
H

w= v
1

= ( P- 1) HQdiag(4�1, �1- �2 , �, �1- �N ) QHP- 1

(11)

因此, 当且仅当 �1 为最大广义特征值时,Hessian 阵 H 为

正定阵, 否则, H 既不正定也不负定. 故对应于矩阵束 ( Rs,

Ru)的最大的广义特征值的广义特征向量是 J ( w )的全局唯

一极小值点, 而其他的平稳点均为鞍点.不妨设最大的广义特

征值为 �1, 则

minJ ( w) = J ( v 1)= %
N

j = 2

�j (12)

根据上述两个定理, 给出关于无约束损失函数 ( 5)的两点说

明:

∀对于矩阵束( Rs , Ru)只有一个最大广义特征值时, 无约

束损失函数 J ( w)具有全局唯一极小值点, 不存在任何其他

局部极小值点, 所以,利用迭代算法最小化 J ( w )来计算最大

广义特征值所对应的广义特征向量,可以保证全局收敛. 当矩

阵束( Rs , Ru )具有多个最大广义特征值时, 从式 (12)可以看

出 J ( w)具有多个局部极小点, 因此, 在用迭代算法最小化 J

( w)时, 可能会收敛到某个局部极小值点,但是这并不影响本

文要解决的问题,因为这些局部极小点都是矩阵束 ( Rs , Ru )

的最大广义特征值对应的广义特征向量.

∀通过最小化 J ( w) ,可以导出 wHRuw= 1,这样使得这种

新的损失函数不同于其他文献中的有约束条件损失函数. 例

如, S Choi[ 1]通过max
w
wHRsw, s . t. wHRuw= 1 来搜索最大广义特

征值对应的广义特征向量,这是一个有约束优化问题.

4 � 自适应算法

� � 用下面的指数加权式代替( 5)中的期望表达式
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� J ( w ( t) )= %
t

i= 1

!
t- i ! R

- 1
u s( i)- w ( t) w

H
( t) s( i ) ! 2

R
u

= tr( PHRs( t ) P)- 2wH ( t) Rs ( t) w( t)

� + ( w
H

( t) Ru ( t) w( t) ) ( w
H

( t) Rs( t ) w( t ) )

式中所有在时刻 1# i # t 的采样向量都是可以获得的. 遗忘

因子 0< ! # 1,用于消弱旧的数据对当前估计的影响, 从而提

供动态跟踪能力. J ( w( t ) )与 J ( w )完全相同, 除了使用了指

数加权采样协方差矩阵, Rs ( t) = %
t

i= 1

!t- is( i) sH ( i) = !Rs ( t-

1) + s( t) sH ( t) , 代替协方差矩阵 Rs . 因此,上面的两个定理

同样适用于 J ( w( t) ) . 也就是说, 通过最小化 J ( w( t) )可以

搜索最大广义特征值对应的广义特征向量.

注意到, J ( w( t ) )是 w ( t)的四阶函数,为了能够应用 RLS

技术, 将采用下面的逼近方法来简化损失函数:用 z ( i ) = wH

( i- 1) s( i )来近似 wH ( t) s( i) . 这样,损失函数可以修改为

J&( w( t) ) = %
t

i= 1

!t - i ! R- 1
u s( i )- w( t ) z ( i) !2

R
u

(13)

对于静态或慢时变信号, wH ( i - 1) s( i)与 wH ( t) s ( i )之间的

误差是比较小的,特别是 i 接近与 t 时; 当 i  t时, 误差可能

比较大, 但是通过加权遗忘, 随着 t 的增加, 旧的数据对当前

估计的影响会变得越来越小. 因此, 通过最小化 J&( w ( t ) )获

得的 w( t)是最大广义特征值对应的广义特征向量的一个很

好的估计.

现在,可以应用 RLS 技术来求解最大特征值对应的广义

特征向量,算法的自适应迭代步骤如下:

z ( t) = wH ( t- 1) s( t) (14)

d( t) = !d( t - 1)+ | z ( t ) | 2 (15)

e ( t) = R - 1
u s( t) - w( t - 1) z ( t) (16)

w( t)= w( t- 1) + e( t) [ zH ( t) / d( t) ] (17)

注意到算法中包含了确定性矩阵 R- 1
u , 因此,此算法适用于已

知协方差矩阵 Ru 的自适应信号处理的应用. 为了使算法适

用于 Ru 未知的信号处理应用, 采用指数遗忘加权来估计协

方差矩阵 Ru , 即

Ru ( t) = ∀Ru ( t- 1) + u( t) uH ( t ) (18)

其中 ∀(0< ∀ # 1)为遗忘因子.应用矩阵求逆定理,并且令 Q

( t)= R - 1 ( t) ,则 Q( t)迭代式为

� Q( t )=
1
∀

( Q( t- 1) -
Q( t- 1) u( t) uH ( t ) Q( t- 1)

∀+ uH ( t) Q( t - 1) u ( t)
) (19)

用 Q( t )代替算法( 14~ 17)中的 R- 1
u , 可以获得真正的在线自

适应算法.在线算法的初始值可以取为 Q( 0)= I, d( 0) = 1, w

( 0) = [ 1, 0, �, 0] . 此算法的计算复杂度为 3N+ N 2+ O ( N 2) .

5 � 仿真

� � 为了验证本文给出的自适应算法的性能. 将其应用于

CDMA系统智能天线盲自适应波束形成问题.

假设 CDMA 通信系统中, 小区基站配有 N 个均匀线性天

线阵列而移动台用单个全向天线, 并且小区中共有 K 个移动

台收发信号.本文仅考虑反向链路. 由于信号在传播过程中可

能经过折射、绕射和散射等, 产生多径效应, 使得到达基站接

收机的信号发生衰落, 因而 K 个移动台通过各自的信道到达

基站的合成基带信号可表示为[ 7] :

x( t )= %
K

i= 1

#iA ibi( t - ∃i ) c i( t - ∃i )e
- j%

ia( &i )+ n ( t) (20)

其中 A i 是第 i 个用户的信号幅度, #i, %i 和 ∃i 表示信号的衰

弱因子、相位和时延. bi ( t) 和 c i ( t )是码元波形和扩频码波

形, 周期分别为 T s 和T c , L= Ts / Tc 为扩频增益. a( &i)是到达

方向为 &i 的N  1 为信号阵列响应向量, n( t )是均值为 0 的

热噪声, 其方差为 E { n ( t1 ) nH ( t2 ) } = ∋2I ( t1- t2 ) , 其中 ∋2

表示每个天线阵元的噪声功率.

假设用户 1 的信号是接收信号, 将接收到的信号 x( t)通

过解调并通过与码片波形相匹配的滤波器, 然后按码片速率

采样, 则第 n 个码元的第 l 个码片的采样N  1维信号向量记
为 x( l , n) , 经过用户 1 的伪码相关器后,得到的 n  1 维信号

向量记为 y ( n) .在文献[ 1]中, 给出了等价与最大化信号与干

扰噪声比( Signal�to�( Interference plus noise) ratio,MSINR) [ 8]的性

能函数, 用于求解最优波束权向量, 即

wMSINR= arg max
w

wHRyw

wHRxw
(21)

其中 Ry= E{ y ( n) yH ( n) } , Rx= E{ x( l , n) xH ( l , n) } .

在仿真中, 采用上面的信号模型, 设基站配有阵元数 N=

12 的线性阵列.每个用户分配一个长度为 L = 31 的 golden 扩

频序列. 假设目标用户的到达方向角为 0 度,其他用户的到达

方向服从[ -
(
2

,
(
2

]的均匀分布. 目标用户的接收功率为 1

个单位, 并且信噪比为 20dB .在仿真开始时,系统中有 8 个接

收功率比目标用户高 10dB的干扰用户. 在时刻 300, 有 5 个接

收功率高于目标用户 20dB的干扰用户加入系统.

为了比较算法性能, 仿真中同时实现了本文提出的算法

和文献[ 1]中提出的基于 LMS 的算法, 在图中分别称为算法 1

和算法 2.对于算法 1,初始值分别取为 w( 0) = [ 1, 0, �, 0] T ,

Q(0) = I , != 0. 90和 u = 0. 95. 对于算法 2, 初始权向量 w( 0)

= [ 1, 0, �, 0] T , 迭代步长 u= 0. 0001. 图 1~ 3 显示了仿真结

果.

从图 1 可以看到在第一阶段,算法2 能够较好的工作, 而

本文提出的算法具有更快的收敛速度和更高的 SINR. 在第二

阶段, 算法 2已经无法正常工作,而本文提出的算法能迅速的

跟踪变化的最优波束形成向量. 这种现象不足为奇. 因为对于

基于梯度的算法, 很难选取最优的步长,所有它没有本文提出

的算法那么快的收敛速度和估计精度 .同时基于梯度的算法

没有自动调整迭代步长,从而导致其无法在时变环境下正常

工作. 而本文提出的算法能够自动调整步长, 达到近似最优,

从而使其具有快速收敛和动态跟踪能力. 图 2 和图 3 分别为

应用本文提出的算法后, 获得的波束模式, 图中的黑点表示目

标用户, 而星号表示干扰用户, 从图中可以看到,主波束迅速

的对准目标用户, 而很多干扰用户位于智能天线的零点方向

上, 并且几乎与理论最优波束模式相重合.因此,本文提出的

算法能够最大限度的增强目标用户的信号, 同时最大限度的

抑制干扰用户的信号.
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6 � 结论

� � 本文讨论了自适应在线广义特征分解问题. 提出了用于

广义特征分解的新的无约束损失函数. 给出了基于递推最小

二乘的自适应广义特征跟踪算法. 通过将此算法应用于 CD�

MA系统盲自适应波束形成问题,说明了算法适用于自适应实

时信号处理中.通过计算机仿真, 验证了提出的这种自适应广

义特征算法具有快速收敛性和动态跟踪能力.
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