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用窗口卷积实现反卷积的算法研究
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　　摘　要 :　本文提出了一种用窗口卷积实现反卷积的新算法 ,这种算法解决了用圆周卷积计算反卷积时出现的病

态问题.对用圆周卷积、线性卷积和窗口卷积实现反卷积三种方法进行误差、计算量与存储空间的分析和对比.结果表

明 ,用窗口卷积实现反卷积运算的误差、计算量和存储空间都是最小的.
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Study on an Algorithm of Deconvolution Via Window Convolution

ZHAO Yong2ping ,XU Peng ,YANG Shuo
( Department of Automatic Measurement and Control , Harbin Institute of Technology , Harbin , Heilongjiang 150001 , China)

Abstract :　A new algorithm of deconvolution via window convolution operation is proposed ,and the algorithm can solve the ill2
posed problem occurring in deconvolution via circular convolution. In addition ,the estimation error ,the calculating amounts and the oc2
cupied memory of the three algorithms of deconvolution that include circular convolution ,linear convolution and window convolution are

also discussed and compared. The results show that factors of the new algorithm are the smallest.
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1　引言

　　在采用时域测量方式时 ,经常会遇到反卷积运算.对于

数字信号处理中系统识别和信号恢复问题可以用反卷积方

法求解.当测量一个系统、或某个网络、或者某一个器件的冲

击响应时 ,需要完成如下的反卷积运算 :

h ( n) = y ( n) (1/ 3 ) x ( n) (1)

用符号“1/ 3”表示反卷积运算 , x ( n)为系统输入激励信号 ,

y ( n)为系统输出响应 , h ( n)为单位样值响应.当重建系统的

激励信号时 ,需要完成如下的反卷积运算 :

x ( n) = y ( n) (1/ 3 ) h ( n) (2)

在数学形式上 ,式 (1)和式 (2)具有完全相同的形式 ,所以

分析其中一个所得结论同样也适用于另一个.分别计算序列

x ( n) 、y ( n)和 h ( n)的频谱 X ( k) 、Y( k)和 H( k) ,得到频域反

卷积运算表达式

h ( n) = IFFT[ H( k) ] = IFFT[ Y( k) / X ( k) ]

x ( n) = IFFT[ X ( k) ] = IFFT[ Y( k) / H( k) ]
(3)

理论分析表明 ,如果数据精确 ,或者说不存在测量误差 ,

则由式 (1)～ (3)确定的反卷积的解是唯一的且是稳定的 [1 ] .

但是 ,如果 X ( k)或 H ( k)中有零点 ,那么 Y ( k) = X ( k)

H( k) = 0.此时将出现的不确定状态 ,针对这个问题人们已经

做过很多有益的研究工作[2 ,3 ] .由于存在测量误差和噪声的

干扰 ,就可能使这些点上的 H( k)或 X ( k)的值发散.用卷积

运算实现反卷积的方法直观上可以避开 X ( k)或 H( k)的零

点[4 ] .

当一个线性时不变系统作用一个样值函数 Aδ( n)时 ,其

输出 (零状态)响应为 Ah ( n) ,即

Ah ( n) = Aδ( n) 3 h ( n) (4)

其中 ,δ( n)为单位样值函数 , h ( n)为单位样值响应.由式 (4)

表明 ,如果使输入 x ( n)变换成 Aδ( n) ,根据输出 y ( n)就可以

得到单位样值响应 h ( n) .用卷积计算反卷积的方法就是基

于这一思想.

2　用圆周卷积和线性卷积计算反卷积

211　圆周卷积计算反卷积

这一方法和原理在文献 [ 4 ]中已详细论述 ,这里只给出

必要的结果.设输入序列 x ( n)长度为 Nx ,单位冲击响应序列

h ( n)长度为 Nh ,输出序列 y ( n)长度为 Ny ,且三者满足关系

式 : Ny = Nx + Nh - 1.设 p =「log2 Nyô,且 N = 2 p ,符号「aô表示
对数 a向 + ∞方向取整 .因为

y ( n) = h ( n) 3 x ( n) 　n = 0 ,1 ,2 , ⋯, Ny - 1 (5)

所以可将序列 x ( n) 、h ( n)和 y ( n)补零使其长度都为

N.由圆周卷积定义知

y ( n) = h ( n) ª x ( n) = ∑
N - 1

m =0

h ( m) x ( ( n - m) ) NRN ( n) (6)

进行 p次圆周卷积运算 ,得到
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yp ( n) = h ( n) ª xp ( n) = h ( n) ªAδ(0) (7)

求得单位样值响应 h ( n) :

h ( n) = yp ( n) / A (8)

212　线性卷积计算反卷积

设 p =「log2 Nhô,且 N = 2 p .进行 p次线性卷积运算得到

序列 xp ( n)的每 N 个元素中仅含一个非零元素 ,其长度为

N ( Nx - 1) + 1.序列 yp ( n)的长度为 ( N - 1) ( Nx - 1) + Ny , Ny

为序列 y ( n)的长度.而且 yp ( n) / xp ( n)将包含至少 Nx - 1组

h ( n)的解.随着 N 的增加 ,序列 xp ( n)与 yp ( n)的长度急剧

增加 ,不但增加了计算量 ,而且占用了大量的存储空间.

3　用窗口式卷积运算实现反卷积

　　设想如果在整个反卷积运算过程中 ,始终保持一个 h

( n)序列长度的计算 ,就可以大大的减少计算量 ,而且节省了

存储空间.因此提出了改进算法 ,即用窗口式卷积计算反卷

积的方法.设 p =「log2 Nhô,即 N = 2 p .

由 y ( n) = h ( n) 3 x ( n)可得 ,

y ( n) RN
h
( n) = ( h ( n) RN

h
( n) ) 3 ( x ( n) RN

h
( n) ) (9)

因此 ,

h ( n) = h ( n) RN
h

( n) = ( y ( n) RN
h

( n) ) (1/ 3 ) ( x ( n) RN
h

( n) )

n = 0 ,1 ,2 , ⋯, Nh - 1　(10)

上式说明用窗口式卷积计算反卷积的方法是可行的.

设定序列

x 3 ( n) = ( - 1) nx ( n) RN
h

( n) (11)

x1 ( n) = ( x 3 ( n) 3 x ( n) ) RN
h

( n) = ( - 1) nx1 ( n) (12)

式 (12)表明 ,当 n为奇数时 ,则 x1 ( n) ≡0.经过一次线性卷积

运算 ,得到的序列 x1 ( n)中连续两个数中有一项不为零.序列

y1 ( n)等于

y1 ( n) = ( y ( n) 3 x 3 ( n) ) RN
h
( n) (13)

再构造序列

x 3
1 ( n) = ( - 1) n/ 2 x1 ( n) RN

h
( n) (14)

以此类推 ,序列 xi ( n)中连续的 2 i 个数中有一项不为

零 ,得到序列 x 3
i ( n) = ( - 1) n/ 2

i

xi ( n) RN
h

( n) .

当经过 p次上述的运算 ,得到序列 xp ( n)等于

xp ( n) = ( x ( n) 3 x 3 ( n) 3 x 3
1 ( n) ⋯x 3

p - 1 ( n) ) RN
h

(15)

并且序列 xp ( n)只有第一项 xp (0)不为零 ,序列长度仍为 Nh ,

即

xp ( n) = Aδ( n) (16)

同理可以得到序列 yp ( n)为

yp ( n) = ( y ( n) 3 y 3 ( n) 3 y 3
1 ( n) ⋯3 y 3

p - 1 ( n) ) RN
h

(17)

并且序列 yp ( n)的长度仍为 Nh .

求得单位样值响应 h ( n) ,即

h ( n) =
1
A
·yp ( n) (18)

在计算时应当注意的是 ,当 Nx < Nh 时 ,必须给序列

x ( n)补零 ,使得 Nx = Nh ,这样最终才能解得正确的序列

h ( n) ;而当 Nx > Nh时 ,可以将序列 x ( n)截断 ,使得 Nx = Nh .

而且可以看出在改进算法的计算过程中 ,序列长度始终保持

为 ,这样不但减少了计算量 ,而且节省了存储空间.

4　误差分析

　　由于测量误差或噪声会对各种算法的反卷积运算产生

很大的影响[5 ,6 ,7 ] .所以有必要对用卷积计算反卷积这种方法

的误差作以分析.

411　圆周卷积计算反卷积的误差分析

由 x ( n) 、y ( n) 经过 p1 =「log2 Ny ô步圆周卷积计算得

xp1 ( n) 、yp1 ( n) ,设 N1 = 2 p1 .设 x ( n)的相对误差为 ex , y ( n)

的相对误差为 ey .由文献[8 ]的结果可得 h ( n)的相对误差为

eh = (2 N1 - 1) | ex| + | ey| (19)

412　窗口式卷积计算反卷积的误差分析

由 x ( n) 、y ( n) 经过 p2 =「log2 Nh ô步线形卷积计算得

xp
2

( n) 、yp
2

( n) ,设 N2 = 2 p
2 .设 x ( n)的相对误差为 ex , y ( n)

的相对误差为 ex .由

xp
2

( n) = x ( n) 3 x 3 ( n) 3 x 3
1 ( n) 3 ⋯3 x 3

p
2

- 1 ( n) (20)

yp
2

( n) = y ( n) 3 x 3 ( n) 3 x 3
1 ( n) 3 ⋯3 x 3

p
2

- 1 ( n) (21)

得 xp
2

( n)的相对误差为 2 p
2 ex , yp

2
( n)的相对误差为 (2 p

2 - 1)·

ex + ey .再由 h ( n) = yp
2

( n) / xp
2

( n) ,得 h ( n)的相对误差为

eh = (2 p
2

+ 1 - 1) | ex| + | ey| = (2 N2 - 1) | ex| + | ey| (22)

同理若 x ( n) 、y ( n)经过 p2 =「log2 Nhô步线性卷积计算可
得 x′p

2
( n) 、y′p

2
( n) ,最终得到 h ( n)的相对误差亦为 eh =

(2 N2 - 1) | ex| + | ey | .

对三种算法的误差进行比较 :因为 Ny = Nx + Ny - 1 ,所

以 Ny > Nh .可得 p1 > p2 ,相对误差 ey > eh .对这三种算法的

误差分析可知 ,用改进的窗口式卷积和线性卷积实现反卷积

算法的相对误差较小.

5　三种反卷积方法的计算量分析及比较

　　在实际计算反卷积运算时 ,要考虑算法的计算量和计算

过程中占用存储空间的大小.算法的计算量直接影响计算时

间和使用效率 ,在用卷积计算反卷积的算法中主要的计算量

是乘法计算.设 p1 =「log2 Nyô, N1 = 2p
1 , p2 =「log2 Nhô, N2 = 2p

2 .

511　圆周卷积计算反卷积的计算量分析

由 x ( n) , y ( n)经过 p1 =「log2 Ny ô次圆周卷积计算得到

xp1
( n) , yp1

( n) .由 x ( n)计算 x1 ( n)乘法运算 N2
1 次 ,由 y ( n)

计算 y1 ( n) 乘法运算次 N2
1 . 同理可得 ,由 xp

1
- 1 ( n) 计算

xp
1

( n)乘法运算 N2
1次 ;由 yp

1
- 1 ( n)计算 yp

1
( n)乘法运算 N2

1

次.

经过分析可得由初始序列 x ( n)和 y ( n)经过圆周卷积

计算最终得到反卷积结果 h ( n) ,要经过 2 N2
1log2 N1 次乘法运

算.在用圆周卷积计算反卷积的过程中 ,序列长度保持为

N1 = 2 p
1 .

512　线性卷积计算反卷积的计算量分析

由 x ( n) , y ( n)经过 p2 =「log2 Nh ô次线性卷积计算得到
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xp
2
( n) , yp

2
( n) . 由 x ( n)计算 x1 ( n)乘法运算次数 N2

x . 由

y ( n)计算 y1 ( n)乘法运算次数 Nx·Ny .同理可得 , xp
2

( n) =

xp
2

- 1 ( n) 3 x 3
p
2

- 1 ( n) ,由 xp
2

- 1 ( n)计算 xp
2

( n)乘法运算次数

N2

2
( Nx - 1) + 1

2

. yp
2

( n ) = yp
2

- 1 ( n ) 3 x 3
p
2

- 1 ( n ) 序列

yp
2

- 1 ( n) ,由 yp
2

- 1 ( n ) 计 算 yp
2

( n ) 乘 法 运 算 次 数

N2

2
- 1 ( Nx - 1) + Ny ·

N2

2
( Nx - 1) + 1 .

可得由初始序列 x ( n)和 y ( n)经过线性卷积计算最终

得到反卷积结果 h ( n) ,要经过 2
3

N2
xN

2
2 量级次乘法运算.在

用线性卷积计算反卷积的过程中 ,序列长度不断增大.序列

yp2
( n)长度为 ( N2 - 1) ( Nx - 1) + Ny ,序列 xp2

( n) 长度为

N2 ( Nx - 1) + 1 ,占用了大量的存储空间.

513　窗口式卷积计算反卷积的计算量分析

由 x ( n) , y ( n)经过 p2 =「log2 Nh ô次线性卷积计算得到
xp

2
( n ) , yp

2
( n ) . 由 x ( n ) 计算 x1 ( n ) 乘法运算次数

Nh ( Nh + 1)

2
;由 y ( n)计算 y1 ( n)乘法运算次

Nh ( Nh + 1)

2
.同理

可得 , xp
2

( n) = ( xp
2

- 1 ( n) 3 x 3
p
2

- 1 ( n) ) RN
h

( n)由 xp
2

- 1 ( n)计

算 xp
2

( n)乘法运算
Nh ( Nh + 1)

2
次 ; yp

2
( n) = ( yp

2
- 1 ( n) 3 x 3

p
2

- 1

( n) ) RN
h

( n)由 yp
2

- 1 ( n)计算 yp
2

( n)乘法运算
Nh ( Nh + 1)

2
次.

可得由初始序列 x ( n)和 y ( n)经过窗口式卷积计算最

终得到反卷积结果 h ( n) ,要经过 Nh ( Nh + 1)·「log2 Nhô次乘
法运算.在用窗口式卷积计算反卷积的过程中 ,序列长度保

持为 Nh .

对三种反卷积方法进行比较 ,如表 1所示.由比较可知

三种计算反卷积的算法中 ,用窗口式卷积计算反卷积算法的

计算量及计算过程中占用的存储空间都是最小的.

表 1　三种反卷积方法的比较

计算反卷积方法 计算量 序列存储空间

圆周卷积 2 N2
1log2 N1 N1

线性卷积 2
3

( N x - 1) 2 N2
2 ( N2 - 1) ( N x - 1) + N y

窗口式卷积 N h ( N h + 1) log2 N2 N h

6　用改进算法解决圆周卷积计算反卷积的病态问

题

　　用圆周卷积运算实现反卷积时 ,会出现 xp ( n) = [0 , 0 ,

⋯,0 ].这样就无法求得 h ( n) = yp ( n) / xp ( n) .经过分析 ,可

知出现这种问题是由于 xp - 1 (0) = A , xp - 1 ( N/ 2) = ±A , x 3
p - 1

(0) = A , x 3
p - 1 ( N/ 2) = º A造成的[8 ] .而用线性卷积或改进的

窗口式卷积计算反卷积时 ,都可以解决这种病态问题.但是

用线性卷积计算反卷积时不但计算量大 ,而且占用了大量的

存储空间 ,所以用改进的窗口式卷积计算反卷积的方法更实

用.下面举例来说明用改进算法解决这类问题.

例 :已知系统的输入和输出分别为 x ( n) = [1 ,1 ,1 ,1 , 0 ,

0 ,0 ,0 ] , y ( n) = [1 ,7 ,4 ,3 ,3 , - 3 ,0 ,1 ] ,求系统的单位抽样响

应 h ( n) .

解 : (1)根据圆周卷积计算反卷积的原理可得此例中 N

= 8 , p = 3.计算过程在文献[9 ]中已论述 ,结论如下 :

x3 ( n) = [0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ]

从此例可以看出 ,由于 x3 ( n) = [0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ] ,产生

所谓的病态问题 ,不能得到 h ( n) .

(2)用改进的窗口式卷积计算反卷积的方法可以解决这

种病态问题.此例中 , Nx = 4 , Ny = 8 , Nh = 5 ,于是可得 N = 8 ,

即 p = 3.根据窗口卷积计算反卷积的方法原理计算过程如

下 :

x ( n) = [1 ,1 ,1 ,1 ,0 ]　x 3 ( n) = [1 , - 1 ,1 , - 1 ,0 ]

x1 ( n) = x ( n) 3 x 3 ( n) = [1 ,0 ,1 ,0 , - 1 ]

y1 ( n) = ( y ( n) 3 x 3 ( n) ) RN
h

( n) = [1 ,6 , - 2 ,5 , - 3 ]

x 3
1 ( n) = [1 ,0 , - 1 ,0 , - 1 ]

x2 ( n) = x1 ( n) 3 x 3
1 ( n) = [1 ,0 ,0 ,0 , - 3 ]

y2 ( n) = ( y1 ( n) 3 x 3
1 ( n) ) RN

h
( n) = [1 ,6 , - 3 , - 1 , - 2 ]

x 3
2 ( n) = [1 ,0 ,0 ,0 ,3 ]

x3 ( n) = x2 ( n) 3 x 3
2 ( n) = [1 ,0 ,0 ,0 ,0 ]

y3 ( n) = ( y2 ( n) 3 x 3
2 ( n) ) RN

h
( n) = [1 ,6 , - 3 , - 1 ,1 ]

h ( n) = y3 ( n) / x3 ( n) = [1 ,6 , - 3 , - 1 ,1 ]

7　结论

　　由于用圆周卷积和线性卷积运算实现反卷积的方法存

在计算量大 ,占用存储空间大 ,存在病态问题等缺点 ,本文提

出了一种用窗口卷积运算实现反卷积的方法.对此方法进行

误差分析 ,计算量分析及运算过程中占用存储空间的分析 ,

并和原方法作比较可知窗口卷积的误差、计算量和占用存储

空间都有减小.通过实例说明用窗口卷积运算实现反卷积的

运算过程中不存在用圆周卷积运算实现反卷积时出现的病

态问题.
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