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摘 要： 本文对曲面上分段常值和分段光滑的两相图像分割的变分水平集模型及其对偶方法进行了研究．图像
所在的曲面用静态的符号距离函数的零水平集表达，曲面上图像分割轮廓线用另一动态符号距离函数的零水平集与

上述静态的零水平集的交线表达，借助内蕴梯度、内蕴散度的概念平面两相图像分割的变分水平集模型已被推广到隐

式曲面上图像分割的变分模型．本文借助二值标记函数和凸松弛的概念，将该模型转化为全局凸优化的极值问题，避
免了轮廓线初始化对分割结果的影响．针对隐式曲面上两相图像分割的凸优化模型，设计了相应的对偶方法．最后通
过数值实验验证了本文所提方法的计算效率优于传统方法．
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１ 引言

变分方法和偏微分方程方法已经成为图像处理、计

算机视觉等领域研究的主要方法之一［１～５］．２００１年，
Ｂｅｒｔａｌｍｉｏ等［６］借助隐式曲面的水平集表达、曲面上内蕴
梯度、内蕴散度等概念成功地将平面图像扩散的变分模

型推广到曲面上，从而引起了图像处理、计算机视觉研

究领域对曲面上图像处理这类新问题研究的重

视［７～１３］．
计算机视觉、虚拟现实等领域均存在曲面上的图像

处理问题，平面图像处理诸如噪声去除、图像修复、图像

分割［１４］等问题均可推广为曲面上对应的图像处理问

题［８］．曲面上的图像处理与平面图像处理的主要区别在

于曲面上的图像特征不仅依赖于图像本身，还依赖于图

像所在的曲面的几何特征．显然，曲面的表达亦直接影
响其上图像处理数学模型的复杂性和相应计算方法．在
计算几何领域，通常采用参数模型及隐式模型表达曲

面．参数模型计算复杂且难于表达复杂拓扑结构的曲
面，其离散模型（三角面片、四边形面片等）仅在顶点处

与图像有对应关系从而导致计算精度不高［１０～１２］；而以

水平集方法为代表的隐式曲面模型能自然地表达任意

拓扑结构的几何曲面［６～９，１３］，并能精确地计算曲面上内

蕴梯度、内蕴散度等几何量，且该类方法将曲面嵌入到

高一维的规则空间中，差分格式简单，从而成为曲面上

图像处理数学模型的主要基础．
隐式曲面上图像的变分模型通常用定义为标准符
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号距离函数的零水平集表达隐式曲面，在对隐式曲面

上的图像定义差分格式时，还必须引进一个或多个动

态水平集函数，用它们的零水平集交线及与固定零水

平集的交线划分曲面上的不同区域［１５，１６］．本文仅考虑
隐式曲面上两相图像分割的变分水平集方法，因此仅

引进一个动态水平集函数．平面图像上两相图像分割
的经典变分水平集模型是 ＣｈａｎＶｅｓｅ模型［１７］，该模型用
简化的 ＭｕｍｆｏｒｄＳｈａｈ模型［１８］的变分水平集方法实现，
用分段常值图像近似原图像．文献［１９］在提出其多相图
像分割变分水平集模型的同时，提出了分段光滑图像

分割的 ＣｈａｎＶｅｓｅ模型．相关多相图像分割的变分水平
集模型参见文献［２０］及其它文献．ＣｈａｎＶｅｓｅ模型是局
部极值模型，不同的轮廓线初始化可能导致不同的分

割结果．为此，文献［２１］通过用二值化的水平集函数替
代原水平集函数的 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，并采用凸松弛方法
将原问题转化为全局凸优化模型，从而避免了水平集

函数初始化对分割结果的影响．本文沿用该思路系统
地建立了隐式曲面上两相图像分割的全局凸优化的变

分水平集方法．此外，由于图像和所在曲面的耦合，所
建立模型的计算效率通常很低，文献［１０，１３］是传统分
段常值图像分割的 ＣｈａｎＶｅｓｅ模型在隐式曲面上的直
接推广，其中所提模型均为局部极值模型，且所采用的

显式迭代导致计算效率较低．本文将快速的对偶方
法［２２］应用于所建立模型的计算中，极大地提高了运算

效率．
２ 平面图像分割变分水平集模型 ＣｈａｎＶｅｓｅ
模型及其凸优化拓展

基于水平集函数的分段常值图像分割的 ＣｈａｎＶｅｓｅ
模型［１７］的能量泛函为：

ｍｉｎ


Ｅ（）＝∫Ω δ（）ｄｘｄｙ＋α１∫Ω（ｕ０－ｕ１）２Ｈ（）ｄｘｄｙ
＋α２∫Ω（ｕ０－ｕ２）２（１－Ｈ（））ｄｘｄ

{ }ｙ

（１）
其中，ｕ０为定义在区域Ω上的灰度图像强度，ｕ１，ｕ２为
初始图像在分割的两个区域的分段常值近似，为符号

距离函数形式的水平集函数，Ｈ（）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，

δ（）为Ｄｉｒａｃ函数．能量方程（１）为多变量优化问题，通
常采用交替优化方法求解．当求得 ｕ１，ｕ２后，动态演化
的水平集函数对应的梯度下降方程为：


ｔ
＝δ（）· 

( )


－α１（ｕ０－ｕ１）２＋α２（ｕ０－ｕ２）[ ]２
（２）

由于δ（）≥０，方程（２）可以写为如下形式且不影响水
平集函数演化的方向：


ｔ
＝· 

( )


－α１（ｕ０－ｕ１）２＋α２（ｕ０－ｕ２）２（３）

方程（３）为如下方程的能量极值模型：

ｍｉｎ
∈｛０，１｝

Ｅ（）＝∫Ω  ｄｘｄｙ＋α１∫Ω（ｕ０－ｕ１）２ｄｘｄｙ
＋α２∫Ω（ｕ０－ｕ２）２（１－）ｄｘｄ

{ }ｙ

（４）
由于能量方程（４）定义在非凸集上，此方程得到的

仍是局部极小值．文献［２１］将非凸集松弛到连续区间
［０，１］上，这样对任意 μ∈［０，１］，存在特征函数
１Ωｃ（μ）＝｛ｘ：（ｘ）＞μ｝（ｘ）将图像分为两个区域，方程（４）可以

转为如下的全局凸优化模型：

ｍｉｎ
∈［０，１］

Ｅ（）＝∫Ω  ｄｘｄｙ＋α１∫Ω（ｕ０－ｕ１）２ｄｘｄｙ
＋α２∫Ω（ｕ０－ｕ２）２（１－）ｄｘｄ

{ }ｙ

（５）
基于水平集函数的分段光滑图像分割的 ＣｈａｎＶｅｓｅ

模型［１８］为：

ｍｉｎ


Ｅ（）＝∫Ω δ（）ｄｘｄｙ
＋α１∫Ω （ｕ０－ｕ１）２＋ ｕ１[ ]２ Ｈ（）ｄｘｄｙ

＋α２∫Ω （ｕ０－ｕ２）２＋ ｕ２[ ]２ （１－Ｈ（））ｄｘｄ























ｙ

（６）
类似分段常值图像分割，针对水平集函数的极值

问题可转化为如下全局凸优化模型［２１］：

ｍｉｎ
∈［０，１］

Ｅ（）＝∫Ω  ｄｘｄｙ

＋α１∫Ω （ｕ０－ｕ１）２＋ ｕ１[ ]２ｄｘｄｙ

＋α２∫Ω （ｕ０－ｕ２）２＋ ｕ２[ ]２ （１－）ｄｘｄ























ｙ

（７）

３ 隐式曲面图像分割的变分水平集方法

３１ 隐式曲面分段常值图像分割

将隐式曲面 Ｓ用水平集函数Ψ 的零水平集Ψ（Ｘ）
＝０来表示，其中 Ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ．ｕ０为初始化在曲面 Ｓ
上的图像强度，为四维动态水平集函数，（Ｘ）＝０表
示一个闭合曲面，它与曲面零水平集Ψ（Ｘ）＝０相交产
生一条空间闭合曲线，用此条闭合曲线作为图像分割

的轮廓线，ｕ１，ｕ２分别为分割线内外部图像平均强度的
近似值．在隐式曲面的图像分割中，通过演化水平集，
从而间接地演化空间闭合曲线，使其在曲面上运动从

而最终找到图像区域边缘，达到图像分割的目的．

８０２ 电 子 学 报 ２０１１年



隐式曲面分段常值图像分割的ＣｈａｎＶｅｓｅ模型为：

Ｅ（）＝γ∫Ｓ
ＰΨ Ψδ（Ψ）δ（）ｄｘｄｙｄｚ

＋λ１∫Ｓ
（ｕ０－ｕ１）２ Ψδ（ψ）Ｈ（Ψ）ｄｘｄｙｄｚ

＋λ２∫Ｓ
（ｕ０－ｕ２）２ Ψδ（Ψ）１－Ｈ（( )）ｄｘｄｙｄｚ

（８）
其中，λ１，λ２，γ为泛函控制参数．ＰΨ为内蕴梯

度［６］，其形式为ＰΨ＝ Ｉ－Ψ（ｋ）Ψ（ｋ）
Ψ( )２ 

＝－Ψ
（ｋ）·Ψ（ｋ）
Ψ ２ Ψ．对水平集函数的能量

方程（８）进行求解，得演化方程：


ｔ
＝

γ
Ψ ·

ＰΨ
ＰΨ

( )Ψ

－λ１ ｕ０－ｕ( )１ ２＋λ２ ｕ０－ｕ( )２









２
Ψδ（Ψ）δ（），

ｉｎ０，( )∞ ×Ω
Ψδ（Ψ）δ（）
ＰΨ

ＰΨ·珗ｎ＝０，ｏｎ













Ω

（９）
方程（８）类似于方程（１），是局部极小值问题，与此同时，
内蕴算子的存在会致使梯度下降方程（９）的计算效率
大大降低．因此，本文将方程（９）转化为全局凸优化问
题，并设计相应的对偶方法．

由于 Ψ δ（Ψ）δ（）≥０，同时采用内蕴梯度
Ｓ＝ＰΨ，根据上一节的凸松弛方法，模型（８）可
转化为如下全局凸优化问题：

ｍｉｎ
∈［０，１］

｛Ｅ（）＝γ∫Ｓ
Ｓ ｄＳ

＋∫Ｓ
［λ１（ｕ０－ｕ１）２－λ２（ｕ０－ｕ２）２］ｄＳ｝

（１０）
为设计方程（１０）的快速对偶方法，以下引入辅助变量

φ，使得如下能量泛函取极值时，≈φ，并且定义 Ｒ（ｕ）
＝λ１（ｕ０－ｕ１）２－λ２（ｕ０－ｕ２）２．

ｍｉｎ
∈［０，１］

Ｅ（，φ）＝γ∫Ｓ
Ｓ ｄＳ＋∫Ｓ

Ｒ（ｕ）φｄ{ Ｓ

＋１２θ∫Ｓφ
－( ) ２ｄ }Ｓ （１１）

对于方程（１１），采用交替优化方法，即假定其中一个变
量不变，求另一个变量的泛函极值子问题，方程（１１）可
以转化为：

ｍｉｎ
φ∈［０，１］

Ｅ（φ）＝∫ＳＲ（ｕ）φｄＳ＋１２θ∫Ｓφ－( ) ２ｄ{ }Ｓ （１２）

ｍｉｎ
∈［０，１］

Ｅ（）＝γ∫Ｓ Ｓ ｄＳ＋１２θ∫Ｓφ－( ) ２ｄ{ }Ｓ
（１３）

对于方程（１２），得φ＝ＭｉｎＭａｘ－θＲ（ｕ），( )０，( )１．对

于方程（１３），可采用对偶方法求解．为此，引进对偶矢量
ｐ将方程（１３）总变差项改写为：

∫Ｓ
Ｓ ｄＳ＝ ｓｕｐ

ｐ ≤１∫Ｓ
Ｓ·ｐｄＳ

对方程（１３）进行求解，可得：

＝φ－θγＳ·ｐ （１４）
上式中，矢量 ｐ的内蕴散度具体形式为：

Ｓ·ｐ＝∑
３

ｉ＝１
Ｐφ( ) ｉｐｉ＝∑

３

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
ｐｉ
Ｘｊ

－
φｊ·

ｐｉ
Ｘｊ

φ







２
φｉ，

Ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ．
将方程（１４）代入到方程（１３）中去，得到：

ｍｉｎ
ｐ ≤１

Ｅ( )ｐ ＝∫Ｓ
Ｓφ·( )ｐ＋θγ２ Ｓ·ｐ２ｄ{ }Ｓ

（１５）
对方程（１５）采用梯度下降方法，得：

ｐｋ＋１＝
ｐｋ－τＳ

Ｓφ
θγ

－Ｓ·ｐ( )ｋ
１＋τ Ｓ

Ｓφ
θγ

－Ｓ·ｐ( )ｋ （１６）

其中，ｋ为迭代次数，τ＝１／８［２２］为时间步长．将方程
（１６）求得的 ｐ值代入到方程（１４）中，求得值．
简明算法描述如下：

① 初始化 ｋ＝０，φ
０＝０，ｕ１，ｕ２；

②Ｗｈｉｌｅ
Ｅ（ｋ＋１）－Ｅ（ｋ）

Ｅ( )ｋ ≥ε，ｄｏ

（ⅰ）定义 Ｒ（ｕ）＝λ１（ｕ０－ｕ１）２－λ２（ｕ０－ｕ２）２；
（ⅱ）计算φ＝ＭｉｎＭａｘ－θＲ（ｕ），( )０，( )１；
（ⅲ）计算 ｐ根据方程（１６）；
（ⅳ）将求得的φ和ｐ代入式（１４）中，求得；
（ⅴ）ｋ→ｋ＋１，Ｇｏｔｏ②；

③Ｅｎｄｗｈｉｌｅ．
３２ 隐式曲面分段光滑图像分割

采用与分段常值图像分割变分模型类似的方法，

本文将模型（６）推广到如下隐式曲面上分段光滑图像
分割模型，所不同的是相应参数的光滑项采用总变差

形式，以保持图像边缘．
Ｅ（）＝γ∫Ω Ｐψ ψδ（ψ）δ（）ｄＸ

＋λ１∫Ω ｕ１－ｕ( )０ ２＋α１ Ｐψｕ[ ]１ ψδ（ψ）Ｈ（）ｄＸ

＋λ２∫Ω ｕ２－ｕ( )０ ２＋α２ Ｐψｕ[ ]２ ψδ（ψ）１－Ｈ（( )）ｄＸ

（１７）
类似于分段常值图像分割模型，式（１７）可转化成如下全
局凸优化问题：

ｍｉｎ
∈ ０，[ ]

{
１
Ｅ（）＝γ∫Ｓ

Ｓ ｄＳ

９０２第 １ 期 王 琦：隐式曲面两相图像分割的变分水平集模型及对偶方法



＋∫Ｓ

λ１ ｕ１－ｕ( )０ ２＋α１ Ｓｕ[ ]１

－λ２ ｕ２－ｕ( )０ ２＋α２ Ｓｕ[ ]( )
２

ｄ}Ｓ
（１８）

分段光滑图像分割参数采用的是估计方程，其形式如下：

ｕ１
ｔ
＝

λ１α１
Ψ · ＰΨｕ１ ( )Ψ

－λ１（ｕ１－ｕ０







）

Ｈ（）Ψδ（Ψ）

（１９）

ｕ２
ｔ
＝

λ２α２
Ψ · ＰΨｕ２ ( )Ψ

－λ２ ｕ２－ｕ( )







０

１－Ｈ（( )） Ψδ（Ψ）

（２０）
与分段常值图像分割类似，引入辅助变量，对式（１８）
（１９）（２０）分别构造对偶算法进行求解．

简明算法描述如下：

①初始化 ｋ＝０，φ
０＝０，ｕ１，ｕ２；

②Ｗｈｉｌｅ
Ｅ ｋ( )＋１ －Ｅ( )ｋ

Ｅ( )ｋ ≥ε，ｄｏ

（ⅰ）定义 Ｒ（ｕ）＝λ１ ｕ１－ｕ( )０ ２＋α１ Ｓｕ[ ]１

－λ２ ｕ２－ｕ( )０ ２＋α２ Ｓｕ[ ]２ ；

（ⅱ）计算φ＝ＭｉｎＭａｘ－θＲ（ｕ），( )０，( )１；
（ⅲ）计算 ｐ；
（ⅳ）根据求得的φ和ｐ，求得；
（ⅴ）对参数 ｕ１，ｕ２进行更新，对式（１９）（２０）同样

采用对偶方法；

（ⅵ）ｋ→ｋ＋１，Ｇｏｔｏ②；

③Ｅｎｄｗｈｉｌｅ．

４ 数值实验与分析

本文实验均在 ＰＣ机（ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＤｕｏＣＰＵＴ５２５０
１５０ＧＨｚ内存２ＧＢ）Ｍａｔｌａｂ７．３．０环境下完成．实验涉及的
传统分割方法参见文献［１３，１７］．实验的终止迭代次数选
择的依据是：水平集停止演化的时刻，即水平集函数的

能量不会再随迭代次数的增加而发生改变的收敛状态，

参见各个实验的能量下降曲线比较图．其中，实线为文
献［１３］所提模型，虚线为本文所提模型．在实验过程中，
实验控制参数λ１，λ２，α１，α２，γ以及不同的隐式曲面确

定了初始泛函能量大小；时间步长Δｔ与惩罚参数θ分
别决定了采用传统方法与对偶方法的能量下降速度．
Δｔ，θ越大，能量下降速度越快，但是其过大则无法保持
分割轮廓线的形态，会影响到图像分割的最终效果．

４１ 隐式曲面上分段常值图像分割实验

图１所示的曲面为 Ｂｏｔｔｌｅ，图２为 Ｒａｂｂｉｔ，曲面大小
为１００×１００×１００．曲面上的图像为分段常值图像．实验
所涉及方法的相关参数设置为：λ１＝１，λ２＝１，γ＝１，

θ＝０３时间步长Δｔ＝０１．
Ｂｏｔｔｌｅ曲面分割结果为图１（ｃ）．传统模型与本文所

提模型迭代终止时分别的运算时间为 ３００３１ｓ和
１０４２２ｓ．Ｒａｂｂｉｔ曲面分割实验结果为图２（ｃ）．传统模型
与本文所提模型迭代终止时分别的运算时间为７８０６３ｓ
和２２１５６ｓ．

实验１为曲面单图像分割，实验２为多图像分割．
在相同的参数设置下，实验 ２的能量收敛速度缓慢很
多，其迭代次数要多于实验１，因此其运算时间也长于
实验１．通过运算时间的比对可以看出图像复杂性的增
加对传统分割模型带来的影响要远大于本文所提模

型．
４２ 隐式曲面上分段光滑图像分割实验

图３所示的曲面为Ｓｐｈｅｒｅ，曲面大小为１００×１００×

０１２ 电 子 学 报 ２０１１年



１００．曲面上的图像为分段光滑图像．实验涉及方法的相
关参数设置：λ１＝１，λ２＝１，α１＝１，α２＝１，γ＝０．２，θ＝
０５，时间步长Δｔ＝０．５．

实验结果为图３（ｃ）．传统模型与本文所提模型能
量收敛时分别的运算时间为４１９４０６ｓ和３２３６０ｓ．

由于分段光滑图像没有明显的灰度边缘，在迭代

运算的同时需要对分割参数 ｕ１，ｕ２实时更新从而估计
出图像边缘，因此，其传统分割模型尤其依赖初始轮廓

线的设置．现将轮廓线的初始位置远离曲面上分段光
滑图像，再进行如上实验．

能量收敛时传统模型迭代 １３０次，用时 ６２１８７５ｓ；
本文所提模型迭代８次，用时３４０６２ｓ．通过图４可以看
出，初始分割轮廓线的设置对传统分割模型得到的结

果会带来影响，如果设置不当，就得不到理想的分割结

果，如图４（ｂ）；本文所提模型是全局凸优化模型，其分
割结果不依赖于轮廓线的初始化，任意轮廓线设置都

可以得到理想的分割结果．

４３ 实验分析

通过实验的能量下降曲线比较图可以看出，本文

所提模型能使得能量更快下降到达收敛态．这主要是

由于对偶方法是通过对偶矢量的引入，从而克服演化

方程由于半隐式固定点迭代方法通过引入规则化参数

对结果造成的影响来实现计算精度上的提高；另外，由

于对偶矢量的引入，将能量泛函分解成双变量交替迭

代的子问题，避免了梯度下降方程中复杂的曲率项的

求解．因此，迭代次数远小于传统分割模型，更少的运
算时间保证了效率上地提高．

同时，隐式曲面的图像处理本身由于内蕴算子的

引入导致计算复杂，在进行图像分割时，由于传统方法

是基于非凸分割模型，因此，不同的水平集大小以及初

始化位置都会对运算时间以及实验结果带来影响，这

种影响对于隐式曲面图像分割是很明显地；而本文提

出的分割模型是全局凸优化模型，水平集的初始化的

大小以及相应位置的对实验结果基本没有影响，这在

工程上具有重要的应用价值．

５ 结论

曲面上的图像处理是近年来图像处理与计算机视

觉等领域出现的一类新问题，前期研究侧重于曲面上

的图像扩散与修复．文献［１３］借助空间轮廓线隐式表达
和内蕴梯度、内蕴散度等概念将平面两相图像分割的

变分水平集模型推广到曲面上，建立了曲面上两相图

像分割的变分水平集模型．但是此模型是局部极值求
解问题，会依赖于轮廓线初始化的大小以及位置；同时

由于其采用数值差分方法构造传统的显式迭代格式来

进行求解，致使计算效率偏低．针对这些问题，本文提
出了图像分割的全局凸优化模型以及快速的对偶方

法，从而克服了传统模型及方法带来的缺陷．
作为本文研究的继续，隐式曲面上多相图象分割

的变分水平集数学模型正在开展．由于两相图像分割
全局凸优化方法不能直接推广到多相图像分割全局凸

优化模型，因此，隐式曲面上多相图像全局凸优化模型

的设计可能是该研究的困难所在．
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