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� � 摘 � 要: � 分数阶傅里叶变换相对于传统的傅里叶变换具有灵活的时频分析特性,在最优分数阶傅里叶域进行滤

波可以实现对某些非平稳信号的最优检测和参数估计以及对某些干扰和噪声的滤除. 分数阶傅里叶域滤波器组理论

的提出弥补了分数阶傅里叶域滤波不具备多尺度分析以及运算量过大的缺点, 但现有的分数阶傅里叶域准确重建滤

波器组设计方法不具备形式一般化的特点,很难满足很多实际工程的需要.本文从分数阶傅里叶域多抽样率信号处理

基本理论和分数阶卷积定理出发,推导出了分数阶傅里叶域准确重建滤波器组的一般化设计方法,为分数阶傅里叶域

滤波器组理论在实际工程中的推广应用奠定了理论基础. 最后,仿真实验验证了本文所提分数阶傅里叶域滤波器组一

般化设计方法的有效性.
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Abstract: � The fractional Fourier transform( FRFT ) is of better time frequency analysis character than the traditional Fourier

transform. The filtering in the optimal fractional Fourier domain( FRFD) can estimate some special cases of non�stationary signals

and systems w ith minimum mean square error. The theorem for the multirate filter bank in the FRFD leads to the efficient structure

of filtering in the FRFD and the multi�resolution analysis of signal in the FRFD. But the ex isting perfect reconstruction filter banks in

the FRFD are of special form, which cannot satisfy some practices. This paper proposes the generalized design method for the perfect

reconstruction filter banks in the FRFD based on the FRFD analy sis of sampling rate conver sion and the fractional convolution theo�
rem, which are the basis of the applications of filter bank theory in the FRFD. At last, the simulations verify the generalized design

method.
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1 � 引言

� � 分数阶傅里叶变换将信号分解到一系列同一调频
率不同起始频率的线性调频正交基上,它在统一的时频

域上进行信号处理,是傅里叶变换的广义形式,因此它

相对于传统的傅里叶变换灵活性更强,适合于进行非平

稳信号的处理,尤其是多分量线性调频信号的检测与参

数估计[ 1~ 4] .因此,基于分数阶傅里叶变换时频分析特

性构建的分数阶傅里叶域滤波器可以通过分数阶傅里

叶域变换阶次的选择实现对某些非平稳信号与系统的

最优检测和参数估计以及对某些形式干扰和噪声的滤

除[ 5, 6] .例如,在基于分数阶傅里叶变换的 OFDM 系统

中,可以通过对信号调制解调变换阶次的最优选择,实

现在时变信道下的最优传输信息恢复[ 7] .但是,传统分

数阶傅里叶域滤波器都是基于单采样率的,因此基于分

数阶傅里叶变换的信息处理系统都是单尺度条件下的,

而且运算量很大.

多抽样率信号处理理论通过改变信号的抽样间隔,

可以实现信号在傅里叶域的多分辨率分析,降低傅里叶

域信息处理系统的运算量
[ 8, 9]

. 但是, 由于傅里叶变换

的局限性,传统的多抽样率信号处理理论无法实现基于

分数阶傅里叶变换信息处理系统的多采样率分析.文献

[ 10~ 14]提出的分数阶傅里叶域抽样率转换理论、信号

在分数阶傅里叶域的多相结构、分数阶傅里叶域准确重

建滤波器组设计方法初步构建了基于分数阶傅里叶变

换的多抽样率信号处理体系, 建立了分数阶傅里叶域
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多分辨率分析思想,基本解决了分数阶傅里叶域信息

处理系统复杂度过大, 无法对非平稳信号实现分数阶

傅里叶域多尺度分析的问题,为分数阶傅里叶域滤波

器组理论在多载波通信和数字水印技术等工程实践中

的应用奠定了理论基础.

但是,在文献[ 12]中提出的准确重建滤波器组设计

方法中,分数阶傅里叶域准确重建滤波器组只能由傅

里叶域准确重建滤波器组乘以相应的线性调频信号得

到,其在分数阶傅里叶域形式过于特殊, 没有充分利用

分数阶傅里叶域的性质,在形式上不具有一般化的特

点,无法满足某些工程实际应用的需要, 例如, 基于分

数阶傅里叶变换OFDM 系统波形成型滤波器的设计.本

文基于分数阶傅里叶域多抽样率信号处理基础理论和

分数阶卷积定理提出了分数阶傅里叶域准确重建滤波

器组设计的一般化方法,该方法可以利用傅里叶域准

确重建滤波器组设计满足某些实际应用需求的分数阶

傅里叶域准确重建滤波器组,为分数阶傅里叶域滤波

器组理论在实际工程中的推广应用奠定了理论基础.

本文运算符号说明, � l , k= 0, 1,  , M- 1表示M ! M 的

矩阵,第一个下标 l 为行号,第二个下标 k 为列号; diag

� m= 0, 1,  , M- 1表示M ! M 的对角阵, m 为矩阵主对角

线上元素序号; � l= 0, 1,  , M- 1为 M ! 1 的矩阵, 即列向

量, l 为列向量中元素序号;  
p
为分数阶卷积算子.

2 � 离散时间分数阶傅里叶变换

� � 分数阶傅里叶变换是近年来出现的一种新的时频
工具,它是傅里叶变换的广义形式.信号的分数阶傅里

叶变换是信号在时频平面内坐标轴绕原点逆时针旋转

任意角度后的表示方法,而当这个旋转角度为 �/ 2时,

这个表示则为传统的傅里叶变换.

信号 x ( t)的分数阶傅里叶变换定义为[ 1, 3]

Xp ( u) = Fp [ x ( t ) ] ( u) =∀
+ #

- #
x ( t )K p ( u, t ) dt

( 1a)

其中, p= 2�/�为分数阶傅里叶变换的阶次, �为分数

阶傅里叶域与时域的夹角, Fp [�]为分数阶傅里叶变换

算子, K p ( u, t )为分数阶傅里叶变换的核函数,其定义

为

K p ( u, t ) =

1- jcot�
2� exp j

t2+ u 2

2
cot �- jutcsc� , �∃ n�

 ( t- u) , � � � � � � � � � � � �= 2n�

 ( t+ u) , � � � � � � � � �= (2n % 1)�

( 1b)

分数阶傅里叶逆变换为

x ( t) = F- p [X p ( u)] ( u) =∀
+ #

- #
Xp ( u) K- p ( u, t ) du

( 2)

� � 在实际工程中研究的都是由模拟信号采样而得的

数字信号,为了理论分析的方便,文献[ 10]中由分数阶

傅里叶域变量 u 及离散序列的时域采样间隔 !t 定义

了分数阶傅里叶域数字频率 ∀p 为

∀P= u�!t ( 3)

� � 根据文献[ 15] 中离散时间分数阶傅里叶变换的定

义,序列 x ( n)可在 p 阶分数阶傅里叶域数字频率轴上

表示为

� � !X p ( ∀P ) =
1- jcot �

2�
e
1
2 j�cot��

∀
P

!t

2

&
+ #

n= - #

x ( n)

�e- j� n�∀
P
�csc�+

1
2j�cot��n

2
�!t

2

( 4a)

相应的, p 阶离散时间分数阶傅里叶变换逆变换可以定

义为

� � x ( n) =
1+ jcot�

2� ∀
�sin�

-�sin�
!X p ( ∀P )

�e- j�
n
2
! t

2
+ ( ∀

p
/! t)

2

2 �cot�+ j�n�∀
p
�csc�

d ∀P ( 4b)

3 � 分数阶傅里叶域准确重建滤波器组的设计方法

3�1 � 分数阶傅里叶域 M通道滤波器组输入输出基

本关系

p 阶分数阶傅里叶域M 通道滤波器组如图 1所示,

根据分数阶卷积定理[ 16] ,其准确重建条件可以表示为

x̂ ( n) = c�Ap�x ( n- n 0) e
- jcot�( nn0- n

2

0 )!t
2

= c� x( n)  
p
 ( n- n 0)

根据分数阶傅里叶域信号抽样率转换理论及分数

阶卷积定理,由文献 [12]可以知道,滤波器组中输入输

出信号之间的基本关系为

� !X p ( ∀P ) =
1
M &

M- 1

k= 0

e
- j 1

2
cot�

∀
P

! t

2

!Ak , p ( ∀P )

�!X p ∀P-
2k�
M

sin� ( 5)

其中

� !Ak , p ( ∀P ) = e
- j4cot�

k
2
�
2
sin

2
�- M∀

P
k�sin�

( M! t)
2

! &
M- 1

l= 0

e
- j 1

2
cot�

∀
P

!t

2

∀H l, p ∀P-
2k�
M

sin�

�!G l, p ( ∀P ) ( 6)

设 � A ( ∀P ) = !A 0, p ( ∀P ) , !A 1, p ( ∀P ) ,  , !A M- 1, p ( ∀P ) T
,

p 阶分数阶傅里叶域M 通道滤波器组准确重建条件可
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以表示为[ 12]

A( ∀P ) = #( ∀P )�H( ∀P )�G( ∀P ) =

C�Kp ( ∀p , n 0!t )

0

∃

0

( 7)

其中:

H ( ∀p ) = ∀H l , p ∀p- m
2�
M

sin�
l , m= 0, 1,  , M- 1

G( ∀p ) = !Gl, p ( ∀p ) l= 0, 1,  , M- 1

#( ∀p ) = diag e- j
1
2cot�

∀
p

! t

2
+ jcot�

4m�sin�M∀
p
-4m

2
�
2
sin

2
�

(M! t)
2

m= 0, 1,  M- 1

3�2 � 分数阶傅里叶域准确重建滤波器组的一般化
设计方法

为进一步获得分数阶傅里叶域M 通道滤波器组的

一般化设计方法, 对分析滤波器组和综合滤波器组分

别进行多相分解.由文献[ 12]所示分数阶傅里叶域信号

∋型多相表示,式(7)中矢量 G( ∀p )可进一步表示为

G( ∀p ) =
1
Ap

e- j
1
2 cot�

∀
p

!t

2

! !Rkl, p ( M∀p ) l, k = 0, 1,  , M- 1

K p ∀p , ( M- 1- k)!t
k = 0, 1,  , M- 1 ( 8)

其中, !R kl, p ( M∀p )表示第 l 个综合滤波器 !G l, p ( ∀p )的第

k 个∋型多相分量.

由文献[12]所示信号在分数阶傅里叶域的(型多

相表示,第 l 个分析滤波器 ∀H l, p ( ∀p )可以表示为

� ∀H l, p ( ∀p ) =
1
Ap

e
- j 12cot�

∀
p

! t

2

&
M- 1

k= 0

K p ( ∀p , k!t )

�!Elk, p ( M∀p ) ( 9)

其中, !Elk, p ( M∀)表示第 l 个分析滤波器 ∀H l , p ( ∀)的第 k

个(型多相分量.那么,可以进一步有

∀H l, p ∀p- m
2�
M
sin� =

1
Ap

e- j 12cot�
∀

p

!t

2

�&
M- 1

k= 0

ej
2�
M kmKp ( ∀p , k!t ) !E lk, p ( M∀p- m�2�sin�) � ( 10)

由文献[12]所示分数阶傅里叶域信号 (型多相分

量定义,

!E lk , p ( M∀p- m�2�sin�) = e- j
1
2cot�

∀
p

! t

2

�ej
1
2cot�

M∀
p
- m�2�sin�

M! t

2

�!Elk, p ( M∀p ) ( 11)

将式(10)和式(11)代入到式(7)中矩阵 H( ∀p )有

H ( ∀p ) =

�
1

Ap
e- jcot�

∀
p

!t

2

diag ej
1
2cot�

M∀
p
- m�2�sin�
M! t

2

m= 0, 1,  , M- 1 !

� WHdiag Kp ( ∀p , k!t ) k= 0, 1,  , M-1

� � � � � � !E lk, p ( M∀p ) k, l = 0, 1,  ,M- 1 ( 12)

其中, W为离散傅里叶变换矩阵. 将式( 8)、( 12)代入到

式(7)中有

1

A2
p

e- jcot�
∀

p

! t

2

diag e- j
1
2 cot�

M∀
p
- m�2�sin�
M!t

2

m= 0, 1,  , M- 1

� � �WH ! diag K p ( ∀p , k!t ) k= 0, 1,  , M- 1

� � ! !E lk, p ( M∀p ) k , l= 0, 1,  , M- 1

� � ! !R kl, p ( M∀p ) l , k= 0, 1,  , M- 1

� � ! K p ∀p , ( M- 1- l) !t
l= 0, 1,  , M- 1

� = c�Kp ( ∀p , n 0!t ) � 0 �  � 0 T
( 13)

根据分数阶傅里叶变换核函数的定义,上式经化

简后可以有

WH�diag e- j∀
p
k csc�

k= 0, 1,  ,M-1� !E lk( M∀p ) k, l= 0, 1,  ,M- 1

� � ! !R kl ( M∀p ) l , k = 0, 1,  , M- 1

� � ! e
- j∀

p
(M- 1- l) csc�

l= 0, 1,  , M- 1

� = c�e- j∀
p
n
0
csc�+ j 12cot�( n

0
! t)

2

� 0 �  � 0 T ( 14)

其中:

� !E lk( M∀p ) = e- j
1
2cot�

∀
p

! t

2
+ j

1
2cot�k

2
! t

2

!Elk, p ( M∀p ) ( 15a)

� !R kl( M∀p ) = e- j
1
2cot�

∀
p

! t

2
+ j

1
2cot�(M- 1- k)

2
! t

2

!R kl, p ( M∀p )

( 15b)

设矩阵

!P lk ( M∀p ) l , k = 0, 1,  , M- 1=

!E lk ( M∀p ) k, l= 0, 1,  , M- 1 ! !R kl ( M∀p ) l , k = 0, 1,  , M- 1,

式( 14)可以写为

WH�diag e- j∀
p
kcsc�

k = 0, 1,  , M- 1 ! !P lk( M∀p ) l, k= 0, 1,  , M- 1

! e- j∀
p
(M- 1- l )csc�

l= 0, 1,  , M- 1= c)�e- j∀
p
n 0csc� 0  0 T

( 16)

其中,复常数 c)= c�A 2
p�e

j
1
2 cot�( n0!t)

2

.由文献[ 17] 中多抽

样率滤波器组准确重建设计的充要条件可以知道, { P lk

( M∀p ) } l , k= 0, 1,  , M- 1对应傅里叶域准确重建滤波器组

的多相分量乘积矩阵,即以{ !Elk ( M∀p ) } k, l= 0, 1,  , M- 1为

(型多相分量矩阵的分析滤波器组 { hl ( n ) }和以

{ !R kl( M∀p ) } l, k= 0, 1,  , M- 1为∋型多相分量矩阵的综合滤

波器组{ gl ( n) }构成傅里叶域的准确重建滤波器组.

可以发现,在傅里叶域准确重建滤波器组的设计

中,只要多相分量矩阵乘积满足式( 16) ,即可得到傅里

叶域准确重建滤波器组, 因此,为了得到在分数阶傅里

叶域一般化的准确重建滤波器组设计方法,在满足式

( 14)条件的前提下, 式( 15a)和式 ( 15b )可以进一步修

正为

!E lk, p ( M∀p ) = !Clk ( ∀p )�ej
1
2cot�

∀
p

! t

2
- j 12cot�k

2
! t

2

!E lk( M∀p )

( 17a)

!R kl, p ( M∀p ) = ∀Dlk ( ∀p ) ej
1
2cot�

∀
p

! t

2
- j 12cot�(M- 1- k )

2
!t

2

!R kl ( M∀p )

( 17b)

在式( 17a)和(17b)中, 修正因子 !C lk ( ∀p )、∀Dlk ( ∀p )
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为 ∀p 的复函数,且 !C lk( ∀p )�∀Dlk ( ∀p ) = d, d 为复常数,

为简单起见,定义 d = 1.相应的,由信号在分数阶傅里

叶域的多相结构表示式[ 12] ,可以得到分数阶傅里叶域

准确重建滤波器组第 l 路分析滤波器和第 l 路综合滤

波器的表达式为

∀H)l, p ( ∀p ) =
1
Ap
&
M- 1

k= 0

e- j 12cot��
∀

p

! t

2

Kp ( ∀p , k!t) !E lk, p ( M∀p )

= ej
1
2cot��

∀
p

! t

2

&
M- 1

k= 0

e- j∀
p
kcsc�!C lk ( M∀p ) !E lk( M∀p )

(18a)

!G)l , p ( ∀p ) =
1

Ap
&
M- 1

k= 0

e- j
1
2 cot��

∀
p

!t

2

K p [ ∀p , ( M-1- l ) !t ]

� �!R kl, p ( M∀p )

= e
j1
2
cot��

∀
p

!t

2

&
M- 1

k= 0

e
- j∀

p
(M- 1- k)csc�∀Dlk ( ∀p )

� �!R kl( M∀p ) ( 18b)

根据傅里叶域中信号多相结构定义[ 8] ,设!E)lk ( M∀p )

= !Clk ( M∀p ) !E lk ( M∀p )为滤波器 ∀H )
l ( ∀p ) = !C l( ∀p ) ∀H l( ∀p )

在傅里叶域第 k个(型多相分量, !R)kl( M∀p ) = ∀Dlk( M∀p )

�!R kl( M∀p )为滤波器 !G)l ( ∀p ) = ∀Dl ( ∀p ) !G l ( ∀p )在傅里叶

域第 k 个∋型多相分量,那么式( 18a)和 ( 18b )可以进

一步写为

� � ∀H l, p ( ∀p ) = e
j 12cot��

∀
p

! t

2

∀H )
l ( ∀p )

= ej
1
2cot��

∀
p

! t

2

!C l( ∀p ) ∀H l ( ∀p ) (19a)

� � !Gl , p ( ∀p ) = e j
1
2 cot��

∀
p

!t

2

!G)l ( ∀p )

= e j
1
2 cot��

∀
p

!t

2

∀D l( ∀p ) !Gl ( ∀p ) ( 19b)

由式( 18a)和(18b)可发现,通过对 !Cl ( ∀p )和 ∀Dl ( ∀p )

的设定,可以得到满足各种实际需求的分数阶傅里叶域

多抽样率滤波器组,进而通过对 ∀H l, p ( ∀p )和 !G l, p ( ∀p )的

分数阶傅里叶域多相分解,由式( 17a)和式( 17b)得到分

数阶傅里叶域信号多相分量的修正因子,进而实现分数

阶傅里叶域准确重建滤波器组的设计.

特别的,当 !C l( ∀p ) = ∀D l ( ∀p ) = 1时,由信号在分数

阶傅里叶域的多相分量表达式及离散时间分数阶傅里

叶变换表达式可以得到式( 17a)和( 17b )在时域的对应

关系为

hl , p ( Mn+ k )

� � = hl ( Mn+ k )�e- j 12cot�(Mn+ k )
2
!t

2

gl,p [ Mn+ ( M-1- k ) ]

� � = gl [ Mn+ ( M- 1- k) ] �e- j12 cot�[ Mn+ (M- 1- k ) ]
2
! t

2

进而可以有

hl, p ( n) = hl ( n)�e- j1
2
cot��n

2
!t

2

(20a)

gl, p ( n) = gl ( n)�e- j12 cot��n
2
!t

2

( 20b)

得到的分数阶傅里叶域准确重建滤波器组如文献[ 12]

中定理 1所示,这是形式上最简单的分数阶傅里叶域准

确重建滤波器组,那么式( 19a)和(19b)可进一步写为

∀H l, p ( ∀p ) = !Cl ( ∀p ) ∀H l, sim( ∀p ) ( 21a)

!G l, p ( ∀p ) = ∀D l( ∀p ) !Gl , sim( ∀p ) ( 21b)

其中, ∀H l , sim( ∀p )和 !G l, sim( ∀p )分别为式 ( 20a)中 hl, p ( n)

和式( 20b)中 g l, p ( n)的离散时间分数阶傅里叶变换.

综上,可以得到分数阶傅里叶域准确重建滤波器

组的一般化设计方法如定理 1 所示.

定理 1 � 已知傅里叶域准确重建滤波器的第 l 路

分析滤波器为 ∀H l ( ∀p )、第 l 路综合滤波器为 !Gl ( ∀p ) ,

!E lk( M∀p )为 ∀H l ( ∀p )的第 k 个(型多相分量, !R lk ( M∀p )

为 !Gl ( ∀p )的第 k 个∋型多相分量, 那么由{ ∀H l ( ∀p )}和

{ !G l ( ∀p ) }设计分数阶傅里叶域准确重建滤波器组的步

骤如下:

( 1)由傅里叶域准确重建滤波器组的分析滤波器

组{ ∀H l ( ∀p ) }和综合滤波器组{ !G l ( ∀p ) }确定{ ∀H l , sim( ∀p ) }

和{ !G l, sim ( ∀p ) } ;

( 2)根据分数阶傅里叶域准确重建滤波器组的实

际设计要求,构造函数 !C l ( ∀p ), 并由式( 21a)确定分数

阶傅里叶域滤波器中的分析滤波器{ ∀H l , p ( ∀p ) } ;

( 3)对{ ∀H l, p ( ∀p ) }进行相应分数阶傅里叶域(型多
相分解,得到 ∀H l ( ∀p )的第 k 个(型多相分量 !E lk , p ( M∀p ) ,

并通过式( 17a)得到修正因子 !C lk( ∀p ) ;

( 4)确定分数阶傅里叶域综合滤波器 !Gl , p ( ∀p )第 k

个∋型多相分量 !Rkl, p ( M∀p )的修正因子 ∀D lk ( ∀p ) ;

( 5)由式(17b)得到 !G l, p ( ∀p )第 k 个∋型多相分量

!R kl, p ( M∀p ) ;

( 6)根据信号在分数阶傅里叶域的 ∋型多相结构

表达式得到分数阶傅里叶域综合滤波器组{ !G l, p ( ∀p ) } .

由以上步骤设计的分数阶傅里叶域滤波器组具有

和由{ ∀H l ( ∀p ) }和{ !G l ( ∀p ) }构成的傅里叶域滤波器组相

同的准确重建特性.

4 � 仿真实验

� � 在本节中,将利用现在已有的傅里叶域 M 通道准

确重建滤波器组,通过文中定理 1设计满足不同条件的

分数阶傅里叶域滤波器组. 在以下仿真中, 使用的是

Soo�Chang Pei在 2000年提出的离散分数阶傅里叶变换

算法[ 18] ,并对分数阶傅里叶变换系数作了归一化处理.

( 1) C( ∀p ) = D( ∀p )= 1

这是一类形式最简单的分数阶傅里叶域准确重建

滤波器组,在本仿真实验中,傅里叶域滤波器组分析滤

波器 h( n)采用文献[ 17]表∋中的三通道最大抽取滤波
器组. 设该滤波器在时域的采样间隔为 !t= 1, 由式

( 20a)和式( 20b)可以得出 p = 1/ 2 阶分数阶傅里叶域
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准确重建滤波器组分析滤波器组和综合滤波器组的时

域冲激响应序列. 图 2( a)、图 2( b )分别为傅里叶域准

确重建滤波器组和分数阶傅里叶域准确重建滤波器组

误差传递函数

!Tp ( ∀p ) = ∀H 0, p ( ∀p ) 2
+ ∀H 1, p ( ∀p ) 2

+ ∀H 2, p ( ∀p ) 2

的对数幅频特性, 其中纵坐标单位为mdB, 横坐标为分

数阶傅里叶域数字频率轴.通过仿真实验可以发现,该

分数阶傅里叶域三通道最大抽取滤波器组与对应的傅

里叶域准确重建滤波器组准确重建特性相同.

� � (2)分数阶傅里叶域复数调制滤波器组

与傅里叶域复数调制滤波器组类似, 在分数阶傅

里叶域可以通过对低通原型滤波器的复数调制得到分

数阶傅里叶域带通滤波器和高通滤波器.如文献[ 13]中

所述,基于分数阶傅里叶变换 OFDM 系统的调制解调滤

波器组为分数阶傅里叶域复数调制滤波器组, 调制滤

波器组中第 l 路滤波器与原型滤波器的关系为

hl , p ( n) = h 0, p ( n) exp j
2�
M

nl+ j� 1
2

2�l sin�
M!t

2

cot�

( 22)

其中M 为滤波器组通道总数.由式( 22)可以发现,傅里

叶域 DFT滤波器组实际上为分数阶傅里叶域复数调制

滤波器组当 �= �/ 2时的特例,因此, 在本仿真实验中,

采用文献[ 19]中的傅里叶域 DFT 滤波器组设计分数阶

傅里叶域复数调制滤波器组.

假设采用的 DFT 滤波器组分析滤波器组为 { h l

( n) }、综合滤波器组为 { g l ( n) } , p 阶分数阶傅里叶域

复数调制滤波器组中分析滤波器组如式(22)所示,那么

由式(21a)及信号在分数阶傅里叶域的多相分量表达

式,可以得到分析滤波器组修正因子为

!Cl ( ∀p ) = !C lk( ∀p ) = exp j�
1
2

2�l sin�
M !t

2

cot� ( 23)

� � 因此,由式( 19a)及离散时间分数阶傅里叶变换的

定义, p 阶分数阶傅里叶域复数调制滤波器组第 l 路分

析滤波器为

hl , p ( n) = hl ( n) !

exp - j� 1
2

n!t 2cot �+ j� 1
2

2�l sin�
M!t

2

cot� � ( 24)

� � 由分析滤波器修正因子和综合滤波器组修正因子

的对应关系可知, 对应综合滤波器组的修正因子

∀D l( ∀p )及 ∀Dlk( ∀p )为

∀Dl ( ∀p ) = ∀Dlk( ∀p ) = exp - j�
1
2

2�lsin�
M !t

2

cot�

( 25)

� � 因此, p 阶分数阶傅里叶域复数调制滤波器组第 l

路综合滤波器为

gl, p ( n) = gl ( n) !

exp - j� 1
2

n!t 2cot�- j� 1
2

2�l sin�
M!t

2

cot � � ( 26)

在本仿真实验中,假设滤波器长度为 N= 255,时域

采样间隔为 !t= 1. 由式 ( 24)和 ( 26)可以得到 p= 1/ 3

阶分数阶傅里叶域复数调制滤波器组分析滤波器和综

合滤波器组的时域冲激响应,图 3( a)、图 3( b )分别为

傅里叶域 DFT滤波器组和分数阶傅里叶域复数调制滤

波器组的误差传递函数,其中纵坐标单位为mdB, 横坐

标为分数阶傅里叶域数字频率轴. 通过仿真实验可以

发现,由式( 24)和( 26)生成的 p 阶分数阶傅里叶域复数

调制滤波器组具有和对应傅里叶域 DFT滤波器组相同

的准确重建特性.

5 � 结论

� � 本文从分数阶傅里叶域信号抽样率转换理论和信
号在分数阶傅里叶域的多相结构出发, 推导出了分数
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阶傅里叶域准确重建滤波器组的一般化设计方法.该

方法可以利用傅里叶域滤波器组设计满足不同实际工

程需求的分数阶傅里叶域准确重建滤波器组, 弥补了

此前分数阶傅里叶域准确重建滤波器组设计形式过于

一般化的缺点.本文所提出的结论完善了分数阶傅里

叶域多抽样率滤波器组理论体系,为分数阶傅里叶域

准确重建滤波器组的设计提供了一般化的方法, 为分

数阶傅里叶域滤波器组理论在实际工程中的推广应用

奠定了理论基础.
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