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　　摘 　要 : 　针对工程实际中广泛存在并且有着十分重要应用的一大类非线性电路和系统 ,即非线性项为幂级数形

式的非线性系统 ,本文称之为多项式非线性系统 ,提出了一种多频稳态响应的递归化计算方法 ,将这种非线性系统在

多频输入下的稳态响应计算问题化为不断求解同一个线性系统在不同多频输入下的稳态响应 ,并且基于所构建的算

法原理 ,采用目前广泛使用的 Matlab 语言编制了通用程序. 大量算例表明 ,本文所提出的方法可以十分有效的用于计

算这类系统的多频稳态响应.
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Abstract : 　A recursive algorithm is presented for obtaining steady2state solutions of a large class of nonlinear circuits and sys2
tems driven by two or more distinct frequency input signals ,which are called nonlinear polynomial systems (a nonlinear system with

a power series type of nonlinearity) in this paper and find the important and wider applications in practice. By way of this algo2
rithm ,the response of a nonlinear polynomial system to the given multiple input frequencies can be obtained by repeatedly solving

the steady2state responses of the same linear system to different multiple input frequencies . A program is developed using the Mat2
lab language. Numerous examples have been solved successfully using the algorithm. One of these examples is given for illustrative

purpose.
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1 　引言

　　在电子电路、通信电路等很多非线性电路和系统的分析

和设计中 ,一个经常遇到的基本问题就是计算电路或系统在

U ( U ≥2) 个不同频率分量作用下的稳态响应.

多频输入稳态响应的计算方法分为时域法和频域法两大

类. 时域计算方法目前主要有蛮法[1 ] 、打靶法[2 ,3 ] ,这些方法

各有优点 ,但同时也存在着一些不足之处 ,例如 ,在应用蛮法

时 ,当多频输入信号的频率基不可通约时 ,难于确定何时响应

中的暂态分量已经消失 ,电路进入了稳态 ,对于打靶法来说 ,

当其稳态响应解不为周期函数时 ,便不能使用该法 ,即使其解

是周期函数 ,周期也比各个频率分量高出很多个数量级 ,从而

使得积分所花的时间很长 ,有时甚至是无限长 ,所以在多频输

入的情况下 ,蛮法和打靶法通常是不实用的 ,虽然也提出了若

干基于牛顿法的算法 ,但是它们各自也存在着一些问题 ,例

如 ,求解时初值不易选择 ,并且由于都不是针对多项式非线性

系统问题而提出的 ,所以非常不便于应用 [4～6 ] ,另外 ,雅可比

矩阵为奇异时上述时域方法均无能为力 ;频域计算方法中主

要有谐波平衡法[7 ,8 ] 、基于广义频率响应函数的稳态频率响

应分析方法[9～11 ] ,这些方法也并非专门针对多项式非线性系

统问题的 ,计算过程比较复杂 ,特别是广义频率响应函数的计

算.

考虑到现有非线性电路和系统多频稳态响应算法的局限

性以及多项式非线性系统多频稳态响应计算问题在电子工程

等领域中所具有的普遍性和重要性 ,本文为此提出了一种简

洁高效的算法 ,可以很好地解决这一问题.
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2 　多项式非线性系统多频输入稳态响应递归化计

算的原理

　　由函数逼近理论的维尔斯特拉斯 (Weierstrass) [12 ]定理可

知 ,任何定义于一个闭区间的连续函数均可用一个多项式函

数来任意准确地逼近 ,将连续非线性元件特性用多项式逼近

后 ,非线性电路或系统的输入输出关系恒可以表示为式 ( 1) 所

示的非线性微分方程 :

Ly ( D) y ( t) + F[ y
(0) ( t) , y

(1) ( t) , ⋯, y
( n) ( t) , ⋯] = f ( t)

(1)

式 (1) 中 , Ly ( D) 为线性微分算子 D =
d
dt
的 I 阶线性多项式 ,

即有

Ly ( D) = ∑
I

i =0

aiD
i (2)

F[ y (0) ( t) , y (1) ( t) , ⋯, y ( n) ( t) , ⋯]是解析非线性函数且满足

指数有界的李普希兹 (Lipschtiz) 条件 ,其中 y ( n) ( t) =
dn

dtn y ( t)

> Dny ( t) , n = 0 ,1 ,2 , ⋯, f ( t) 为有界外施激励函数.

实际上 ,式 (1) 所描述的非线性系统中 ,有一大类其非线

性函数 F 仅为响应量 y ( t) 的幂级数形式 ,即有

F[ y ( t) ] = ∑
J

j =2

bjy
j ( t) (3)

外施激励函数 f ( t) 的形式为

f ( t) = ∑
K

k =0

ckD
kx ( t) = Lx ( D) x ( t) (4)

这样 ,式 (1) 所描述的非线性系统可以表示为

Ly ( D) y ( t) + ∑
J

j =2

bjy
j ( t) = Lx ( D) x ( t) (5)

上面式子中的 I , J , K均为正整数.

本文将式 (5) 所表示的非线性系统称为多项式非线性系

统 ,并设其响应的沃尔特拉级数 [11 ,13 ]解形式为

　y ( t) = ∑
∞

r =1∫
∞

- ∞
⋯
r

∫
∞

- ∞
hr (σ1 , ⋯,σr) ∏

r

i =1

x ( t - σi)

·dσi = ∑
∞

r =1

yr ( t) (6)

式 (6) 中 hr (σ1 , ⋯,σr) 为多项式非线性系统的 r 阶沃尔特拉

核. 在式 (6) 中令其输入 x ( t) 扩大α倍为αx ( t) ,则由式 (5) 和

(6) 可得

　 ∑
∞

r =1

αr ∑
I

i =0

ai
di

dti yr ( t) + ∑
J

j =2

bj ∑
∞

r =1

αryr ( t)
j

　　　　　　=α ∑
K

k =0

ck
dk

dtk x ( t) (7)

式 (7) 是关于参变量α的幂级数恒等式 ,因而其两边的α

各同次幂的系数应该相等 ,于是得到一组方程 :

　α1 :Ly ( D) y1 ( t) = Lx ( D) x ( t) (8 a)

　α2 :Ly ( D) y2 ( t) = - b2 y2
1 ( t) (8 b)

　α3 :Ly ( D) y3 ( t) = - (2 b2 y1 ( t) y2 ( t) + b3 y3
1 ( t) ) (8 c)

　α4 :Ly ( D) y4 ( t) = - [ b4 y4
1 ( t) + 3 b3 y2

1 ( t) y2 ( t)

+ b2 (2 y1 ( t) y3 ( t) + y2
2 ( t) ) ] (8 d)

　α5 :Ly ( D) y5 ( t) = - [2 b2 y1 ( t) y4 ( t) + b3 (3 y2
1 ( t) y3 ( t)

+ 3 y1 ( t) y2
2 ( t) ) + 4 b4 y3

1 ( t) y2 ( t)

+ b5 y5
1 ( t) ] (8 e)

　αr :Ly ( D) yr ( t) = - ∑
min ( r , J)

j =2

bj ∑
所有 r1 + r2 + ⋯+ r

j
= r

P ∏
j

s =1

yr
s
( t) ,

r = 2 ,3 , ⋯　(8 f )

上述方程组呈递归形式 ,因此 ,多项式非线性系统描述式 (5)

可以通过递归线性系统方程式组 (8) 来求解. 为了简化表示 ,

设线性系统描述式 (8 b) ～ (8 f ) 等为

Ly ( D) yr ( t) = f r ( t) , r = 2 ,3 , ⋯ (9)

式 (9) 中 , f r ( t) , r = 2 ,3 , ⋯为

f r ( t) = - ∑
min( r , J)

j =2

bj ∑
所有 r1 + r2 + ⋯+ r

j
= r

P ∏
j

s =1

yr
s
( t) , r = 2 ,3 , ⋯

(10)

式 (8 f ) 和式 (10) 中求和下标 :所有 r1 + r2 + ⋯+ rj = r 表示对

于某一个 j 将 r 分解成 j 项后得到的所有可能结果求和 , P =

Pr ( r1 , r2 , ⋯, rj) 表示对于某一个 j 将 r 分解成 j 项时每一种

结果中 r1 , r2 , ⋯, rj 的排列数 , ∏
j

s =1

yr
s
( t) 则表示对于某一个 j

将 r 分解成 j 项时所得结果中对应 j 项之积 ,即为 yr
1

( t) ·yr
2

( t) ⋯yr
j
( t) .

设式 (5) 所描述的多项式非线性系统的输入信号 x ( t) 为

包含 U 个频率成分的多频信号 ,即有

x ( t) = ∑
U

u =1

2| Au| cos(ωut +φu) = ∑
U

u =1

( Aue jω
u
t + A 3

u e - jω
u
t)

= ∑
U

u = - U
u ≠0

Aue jω
u
t (11)

式 (11) 中 , Au = | Au| e jφ
u , A 3

u 是 Au 的共轭复数 ,并定义 A - u >
A 3

u ,ω- u > - ωu .

由式 (8) 可知 ,一个多项式非线性系统在给定多频输入下

的稳态响应计算问题可以化为不断求解同一个线性系统 ,即

非线性系统的线性部分在不同多频输入下的稳态响应. 首先 ,

式 (8 a) 是求解线性系统在给定多频输入下的稳态响应 ,由式

(8 b) 开始不断递归求解该线性系统在不同多频输入下的稳

态响应 ,每一步的多频输入均是此前各步所求出的多频稳态

响应按式 (8 f ) 右边的形式来确定的. 对于式 (8) 中每一个线性

系统的多频输入稳态响应都可以采用线性电路正弦稳态响应

的相量法来求取. 当按精度要求求取该线性系统的有限个 (设

为 R) 稳态响应分量后 ,由式 (6) 逐项相加便可以得到多项式

非线性系统对于给定多频输入下的稳态响应.

设式 (8 a) 所对应的线性系统的系统函数为 H1 ( jω) ,则有

H1 ( jω) =
∑

K

k =0

ck ( jω) k

∑
I

i =0

ai ( jω) i

(12)

于是可以求出线性系统式 (8 a) 的稳态响应 y1 ( t) 为

y1 ( t) = 2 Real ∑
U

u =1

H1 ( jωu) Aue jω
u
t (13)
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设线性系统式 (9) 所对应的系统函数为 Hr ( jω) ,于是有

Hr ( jω) =
1

∑
I

i =0

ai ( jω) i

, r = 2 ,3 , ⋯ (14)

假设一般 f r ( t) 的表示式为

f r ( t) = ∑
N ( r)

i =1

( Aie
jω

i
t + A 3

i e - jω
i
t) , r = 2 ,3 , ⋯ (15)

式 (15) 中 , N ( r) 表示一个随 r 不同而相异的常数 ,则对应的

稳态响应解 yr ( t) 为

yr ( t) = 2 Real ∑
N ( r)

i =1

Hr ( jωi) Aie
jω

i
t , r = 2 ,3 , ⋯ (16)

于是 ,可以求得多项式非线性系统描述式 (5) 的多频输入稳态

响应 y ( t) 为

y ( t) ≈ ∑
R

r =1

yr ( t) (17)

式 (17) 中 , R 为终止阶次 ,即只计算 1～ R 阶的沃尔特拉级数

解 ,高于 R 阶的响应分量经判断因其幅度小于所给定的大小

而被忽略.

3 　多项式非线性系统多频输入稳态响应递归化算

法的实现简介

　　用两个列向量组成的矩阵表示输入信号 X 和解得的各

阶解 Yr ,对于输入信号有 X = [ Aω] ,其中列向量 A 记录各频

率分量的幅度 ,列向量ω记录对应的频率值. 即若有

x ( t) = ∑
U

u =1

( Aue jω
u
t + A 3

u e - jω
u
t)

则有

X = [ Aω] =

A1 ω1

A2 ω2

… …

AU ωU

对于解得的各阶解也表示成 Yr = [ Ar ,ωr ]的形式 ,并且把所

有解按下标次序记录在一个矩阵 YY中 ,以便从 YY中找到各

阶解 ,再对各阶解建立索引 ,索引用矩阵 pos 表示 ,它也由两

列组成. 矩阵 YY, Yr 和 pos 分别为

YY =

Y1

Y2

…

Yr

…

, Yr = [ Ar ,ωr ] =

A1 r ω1 r

A2 r ω2 r

⋯ ⋯

AUr ωUr

, pos =

l1 u1

l2 u2

… …

lr ur

… …
pos 中 lr 和 ur 分别记录 Yr 在 YY中的开始位置和终止位置 ,

即 YY中 lr～ ur 行分别记录了 Yr 的各频率分量的幅度值和频

率值.

4 　多项式非线性系统多频输入稳态响应递归化算

法的计算流程图

　　按照上面给出的算法原理以及实现思想 ,这里列出多项

式非线性系统多频输入稳态响应递归化算法的计算流程图如

图 1 所示.

5 　采用龙格2库塔法计算多项式非线性系统多频输

入稳态响应的原理

　　已知多项式非线性系统的描述式为

∑
I

i =0

ai
di

dti y ( t) + ∑
J

j =2

bjy
j ( t) = ∑

K

k =0

ck
dk

dtk x ( t) (18)

且已知其初值条件如下 :

di

dti y ( t)
t = 0

= gi , i = 0 ,1 ,2 , ⋯, I - 1 (19)

记 zi ( t) > di

dti y ( t) , i = 0 ,1 ,2 , ⋯, I - 1 ,则式 (18) 可改写为如下

等价形式 :

　　

Dz0 ( t) = h0 ( Z) = z1 ( t)

Dz1 ( t) = h1 ( Z) = z2 ( t)

　　　⋯

DzI - 1 ( t) = hI - 1 ( Z) =
- 1
aI

∑
I - 1

i =0

( aizi ( t) )

　　　+ ∑
j

J =2

bjy
j ( t) - ∑

K

k =0

ck
dk

dtk x ( t)

(20)

式 (20) 中有 D =
d
dt

,再记

Z ( t) =

z0 ( t)

z1 ( t)

⋯

zI - 1 ( t)

, H( Z) =

h0 ( Z)

h1 ( Z)

⋯

hI - 1 ( Z)

, G =

g0

g1

⋯

gI - 1
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则可以将式 (20) 简记为矩阵形式 :

DZ ( t) = H( Z) (21)

进一步 ,结合初值条件得到如下初值问题 :

DZ ( t) = H( Z)

Z (0) = G
(22)

四阶龙格2库塔法通过如下迭代求解式 (22) 所表示的初值问

题 ,

Z ( k + 1) = Z ( k) +
s
6

( k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4)

k1 = H( tk , Z ( k) )

k2 = H tk +
s
2

, Z ( k) +
s
2

k1

k3 = H tk +
s
2

, Z ( k) +
s
2

k2

k4 = H( tk + s , Z ( k) + s ×k3)

(23)

式 (23) 中 , s 为迭代计算时所使用的时间步长. 在求解式 (5)

所描述的多项式非线性系统多频输入稳态响应时所有初值条

件均取零. 四阶龙格 - 库塔算法的应用是为了与多频输入稳

态响应算法的计算结果作对比 .

6 　计算实例

　　图 2 所示为一铁磁谐

振非线性时不变电路 , 其

中含有用以描述实际铁芯

线圈的非线性电感、线性

电阻、线性电容和正弦交

流电源. 该电路是一个典

型的二阶非自治电路.

非线性电感可以用链控韦安特性来表示 ,并可用多项式

i (Ψ) = a1Ψ + a3Ψ
3 + a5Ψ

5 + ⋯=
1
L
Ψ + a3Ψ

3 + a5Ψ
5 + ⋯

(24)

来拟合. 式中 L 、a3 、a5 、⋯为一些常数 ,其值可根据实测的韦

安关系拟合得出 , L 是对应线性部分的电感值. 略去式 (24) 中

的 5 次及更高次项可得

i (Ψ) =
Ψ
L

+ a3Ψ3 , L > 0 , a3 > 0 (25)

应用式 (25) 可以推出图 2 所示电路的方程为

d2Ψ
dt2 +

1
RC

dΨ
dt

+
Ψ
LC

+
a3Ψ3

C
=

us

RC
+

dus

dt
(26)

在式 (26) 中令 c1 =
1
RC

, c2 =
1

LC
, c3 =

a3

C
,Ψ = y 可得

d2 y
dt2 + c1

dy
dt

+ c2 y + c3 y3 = c1 us +
dus

dt
(27)

式 (27) 即为著名的达芬 (Duffing) 方程 ,可以用以描述电学、力

学等众多科技领域中的一些物理现象. 当讨论其稳态解式时 ,

时间起点可以任意选定.

对于式 (27) 所描述的多项式非线性系统 ,通过选取电路

参数使得有 c1 = 013 , c2 = 1 , c3 = 114 ,选取输入 us ( t) = x ( t) =

012cos(2 t) + 014cos (8 t) ,并令 f ( t) = c1 x ( t ) +
dx ( t)

dt
= x1 +

x 3
1 + x2 + x 3

2 = 2 real ( x1) + 2 real ( x2) ,其中 x1 = (0103 + 012 i)

exp (2 it) , x2 = (0106 + 116 i) exp (8 it) 计算结果如图 3 所示 ,其

中图 3 ( a) 对比了多频稳态响应的递归化算法 (红色) 与四阶

龙格2库塔法 (蓝色短划线) 的计算结果 ,比较图 3 ( b) 和 ( c) 可

见 ,大约经过 31 秒后由四阶龙格2库塔算法所得的计算结果

为稳态响应 ,与多频输入稳态响应递归化算法的结果非常一

致. 响应的的幅频特性和相频特性如图 3 ( d) 所示.
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7 　结语

　　多项式非线性系统广泛存在于各类电子电路和通信电路

等非线性电路和系统中 ,其多频稳态响应的计算对于这些非

线性系统的分析和设计具有十分重要的实际意义. 为此 ,本文

提出了一种十分简洁的递归化算法并开发了计算程序 ,借此 ,

可以利用线性系统中正弦稳态响应的计算方法来计算多项式

非线性系统的多频稳态响应. 计算结果表明 ,这种方法非常适

合于实际计算.
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