
两通道完全重构滤波器组的设计方法 :因式分解法

石光明 ,焦李成
(西安电子科技大学电子工程学院 ,雷达信号处理国家重点实验室 ,陕西西安 710071)

　　摘　要 :　本文首先研究了两通道滤波器组设计的完全重构的条件以及 Euclidean多项式的性质 ,提出了基于因

式分解的两通道完全重构滤波器组的设计方法.该方法不需要进行强的非线性优化计算而可以实现真正的结构化的

完全重构滤波器组.文中描述了这种方法的推导过程 ,给出了设计步骤 ,最后通过给出的设计例子 ,说明该方法是有效

的.
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Abstract :　A highly effective method based on factorization for designing two2channel perfect reconstruction (PR) filter banks is

presented in this paper. First ,the PR condition of two2channel filter banks and Euclidean complementary ( EC) polynomials are stud2
ied. Second ,a solution for EC is obtained by constructing a polyphase matrix with a constant determinant based on factorization. Next

the design procedures of the method is described. Final some examples are given to illustrate that the method is effective.
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1　引言
　　随着子带编码技术在图像和语音信号处理以及 MC2CD2

MA的应用深入 ,特别是小波变换信号分析理论的出现 ,滤波

器组的设计问题越来越多地受到人们的普遍关注.一般情况

下 ,希望所设计的滤波器组具有如下特性 : (1)消除混迭成分 ,

(2)失真函数精确或逼近纯延时而且是线性相位 , (3)每个分

析 (合成)滤波器是线性相位的.目前所采用的设计方法是优

化设计法 ,即针对滤波器组中的每个滤波器的频率响应建立

目标函数 ,在完全重构的约束条件下 ,使目标函数最小 (或最

大) .例如 ,二次约束最小平方根法 [1 ] ,空间投影方法[2 ] ,线性

规划[3 ]以及遗传优化法[4 ]等.用这些方法可以获得具有很好

的频率特性的滤波器 ,设计计算的复杂度适中 ,但从严格意义

上讲 ,用这些方法所得到的滤波器组不是真正完全重构的.文

献[5 ]提出了一种晶格结构的滤波器组实现方法 ,这种方法具

有量化晶格系数不影响滤波器组的完全重构特性的特点、可

以用少乘法 (或无乘法) [6 ]结构实现 ,使得信号处理速度加快 ,

而且实现简单.但由于晶格系数和目标函数之间的很强的非

线性关系 ,很难用非线性优化方法获得具有良好的频率特性

的晶格结构滤波器组.本文提出了一种新的两通道完全重构

的滤波器组设计方法 :因式分解法 ,这种方法克服了上述两种

设计方法的缺点 ,保留了两种方法的优点 ,是一种全新的设计

方法.

2　两通道滤波器组的完全重构条件与 Euclidean 互

补多相式

211　完全重构条件

图 1是两通道滤波器组的结构图 , H0 ( z)和 H1 ( z)分别是

分析滤波器组中的低通和高通滤波器 , F0 ( z)和 F1 ( z)分别是

合成滤波器组中的低通和高通滤波器.

图 1　两通道滤波器组的结构图

选择 F0 ( z) = H1 ( - z) , F1 ( z) = - H0 ( - z) ,可得输入和输出

信号的关系如下 :

X̂ ( z) =
1
2

[ H0 ( z) F0 ( z) + H1 ( z) F1 ( z) ] X ( z) (1)

为了使输出 X̂ ( z)信号成为输入 X ( z)信号的延时 ,即 X̂ ( z) =

δz - kX ( z) ,其中 k是非负的整数 ,δ≠0是任意常数 .所以有

H0 ( z) H1 ( - z) - H0 ( - z) H1 ( z) =δz - 2 k - 1 (2)

令 H0 ( z) = H00 ( z2) + z - 1 H01 ( z2) ,

H1 ( z) = H10 ( z2) + z - 1 H11 ( z2) ,代入式 (2) ,得到 ,
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H00 ( z) H11 ( z) - H01 ( z) H10 ( z) =δ·z - k (3)

式 (2) 、(3)是两通道滤波器组完全重构条件.

212　Euclidean互补多相式定义和性质

定义　假如一对有限项的多项式{ P0 ( z) , P1 ( z) }是互质

的 ,即不存在公共的分式 (β - αz - 1 ) (0 < |α| < ∞) ,那么

P0 ( z)和 P1 ( z)被称为 Euclidean互补多项式[7 ] .而且存在有限

项的多项式 Q0 ( z)和 Q1 ( z) ,使得式 (4)成立

P0 ( z) Q0 ( z) + P1 ( z) Q1 ( z) =δz - k ,δ≠0 , k > 0整数 (4)

对比式 (3)和 (4) ,构成两通道完全重构的滤波器组的 FIR滤

波器 H0 ( z)和 H1 ( z)是一对 Euclidean互补滤波器.这样 ,两通

道的滤波器组的设计问题转化为求解 Euclidean互补滤波器

问题.

性质 1　满足式 (4)的 Q0 ( z)和 Q1 ( z)不是唯一的[8 ] .

下面简述文献[8 ]的证明过程.

假设 <0 ( z) = P0 ( z) Q0 ( z) + P1 ( z) Q1 ( z) ,有两个多项式

C( z) ≠Q0 ( z)和 D ( z) ≠Q1 ( z) ,令 C( z) = Q0 ( z) + Q ( z)β( z)

和 D ( z) = Q1 ( z) - Q ( z)α( z) ,其中α( z)和β( z)是互质的 ,

Q ( z)是任意的有限项多项式 ,那么
<1 ( z) = C( z) P0 ( z) + D ( z) P1 ( z)

= { Q0 ( z) + Q ( z)β( z) } P0 ( z) + { Q1 ( z) - Q ( z)α( z) ) P1 ( z)

= P0 ( z) Q0 ( z) + P1 ( z) Q1 ( z) + Q ( z) {β( z) P0 ( z) - P1 ( z)

　α( z) }

= <0 ( z) + Q ( z) {β( z) P0 ( z) - P1 ( z)α( z) } (5)

令 s ( z)是 P0 ( z)和 P1 ( z)的最大公共因子 ,有 P0 ( z) = s ( z)

α( z)和 P1 ( z) = s ( z)β( z) ,所以{β( z) P0 ( z) - P1 ( z)α( z) } =

s ( z) {β( z)α( z) -β( z)α( z) } = 0 ,那么 <0 ( z) = <1 ( z) ,因此性

质 1成立.

由此可知 ,给定一个低通滤波器 H0 ( z) ,它的互补滤波器

H1 ( z)不是唯一的 ,关键是要找到频率特性好的高通滤波器 ,

组成完全重构的滤波器组.

3　求解互补滤波器的算法

　　假设低通滤波器 H0 ( z) ,长度为 N ,按多相位分解 ,有

H0 ( z) = H00 ( z2) + z - 1 H01 ( z2) ,如果 H00 ( z)和 H01 ( z)互质 ,那

么对 H00 ( z)和 H11 ( z)用 Euclidean算法[9～11 ]分解 ,可以得到

H00 ( z)

H01 ( z)
= (∏

n

i =1

qi ( z) 1

1 0
)·

an ( z)

bn ( z)
(6)

an ( z) = az - m
0 , bn ( z) = bz - m

1 , m0 , m1 是不小于零的整数.可

以构造一个矩阵 p ( z) ,

　　E ( z) T = p ( z) =
H00 ( z) H10 ( z)

H01 ( z) H11 ( z)
= (∏

n

i =1

qi ( z) 1

1 0
)

·
an ( z) cn ( z)

bn ( z) dn ( z)
(7)

选择 , cn ( z) = cz - m
0 , dn ( z) = dz - m

1 ,使

an ( z) cn ( z)

bn ( z) dn ( z)
= ( - 1) n - 1δz - k , k = m0 + m1 ,

　　　即 a·d - c·d = ( - 1) n - 1δ (8)

则 P ( z)的行列式的值为常数δ,即 det [ P ( z) ] =δ.令 H1 ( z)

= H01 ( z2) + z - 1 H11 ( z2) ,则由 H0 ( z)和 H1 ( z)构造的滤波器

组满足完全重构条件.优化 c , d两个变量 ,使得它们即满足

式 (8) ,又使得 H1 ( z)具有较好的高通特性.这样 ,滤波器组的

设计由原来的多变量带约束的非线性优化转为单变量的优化

问题.显然 ,整个设计的复杂度大大降低 ,而且所得到的滤波

器组可用晶格结构实现.

4　设计过程

　　根据上述研究的结果 ,下面总结设计算法

Β给定滤波器的特性指标阻带截止频率ωS 和长度 N ,用

MATLAB的函数库 ,设计一个低通滤波器 H0 ( z) ,按多相位分

解得到 H00 ( z) , H01 ( z) .

Χ判断 H00 ( z)和 H01 ( z)的互质性 ,如果 H00 ( z)和 H01 ( z)

非互质 ,设计失败.重新回到 Β .

∆按式 (7)作因式分解 ,得到 qi ( z) , an , bn .

Ε给定滤波器组系统增益δ,以 c为变量 ,按式 (8)计算 ,

构造矩阵 P ( z) ,得到 H1 ( z) .构造目标函数 < =∫
ω

s

0

| H1 ( ejω)

| 2 dω, ( <为高通滤波器 H1 ( z)的阻带能量) ,用无约束单变量

优化方法[12 ] ,求得 c使得 <最小 ,从而得到最佳的 H1 ( z) .

需要注意 ,在分解过程中 ,所得到的 qi ( z)可能是非因果

的 ,即 qi ( z)中可能包含 zl ( l > 0)项 ,可以通过乘以 z - l因子解

决[8 ] .这样 ,就可保证其可实现性.

图 2　N = 16的滤波器组的分析滤波器频率响应

图 3　N = 32的滤波器组的分析滤波器频率响应

5　设计例子

　　第一个例子 ,长度 N0 = 16低通滤波器 H0 ( z) ,归一化的

ωS = 0143.图 2中 ,实线是它的频率响应曲线 ,表 1给出分解

后的系数 qi ,表 2给出 a , b以及优化得到的 c , d ,表 3是滤波

器组的频率特性指标 ,所得到的高通滤波器 H1 ( z)的频率响
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应曲线也在图 3 (虚线)中 , H1 ( z)的长度 N1 = 16.第二个例子 ,

低通滤波器 N0 = 32的 H0 ( z) ,高通滤波器 H1 ( z)的长度 N1 =

32 ,图 3中的实线和虚线分别是它们的频率响应曲线 ,由于篇

幅所限 ,在表 4只列出滤波器组的频率特性指标 .

表 1　N = 16的滤波器 H0 ( z)的分解系数 qi

q1 ( z) q2 ( z) q3 ( z) q4 ( z) q5 ( z) q6 ( z) q7 ( z) q8 ( z)

z1 0 - 118318e - 1 - 315293e - 3 - 515072e + 2 0 - 212721e + 2 0 0

z0 410233e + 0 - 615659e + 0 115152e - 1 111947e + 2 0 215554e + 3 0 - 313470e + 3

z - 1 0 0 0 0 118137e - 3 0 - 611561e - 5 0

z - 2 0 0 0 0 - 813849e - 5 0 113771e - 5 0

表 2　N = 16的滤波器组的优化后系数及其他参数因子

a b c d m0 m1 δ

- 316776e - 3 - 414248e + 1 418455e - 3 - 414299e + 1 3 2 - 317732e - 1

表 3　N = 16的滤波器组频率特性指标

H0的ωs
H0的第一阻带峰
衰减 (dB)

H1的ωs
H1的第一阻带峰
衰减 (dB)

0143 - 53 0112 - 36

表 4　N = 32的滤波器组频率特性指标

H0的ωs
H0的第一阻带峰
衰减 (dB)

H1的ωs
H1的第一阻带峰
衰减 (dB)

013 - 35 012 - 32

6　结论与讨论

　　晶格结构的滤波器组的优点是 ,量化晶格系数而滤波器

组的完全重构特性不变.将因式分解用于滤波器组的设计是

实现晶格结构的滤波器组的有效方法.本文在研究了两通道

滤波器组设计的完全重构的条件 ,得出分析 (或合成)的两个

滤波器实际上是一对 Euclidean互补滤波器的结论 ,从而将滤

波器组设计问题总结为多项式的分解问题.利用 Euclidean算

法 ,构造了满足完全重构条件的多项式矩阵 ,求解出互补多项

式 ,利用互补滤波器的性质及普通的单变量优化算法 ,得到最

佳的完全重构滤波器组.从文中最后给出的设计结果来看 ,说

明这种方法可以实现晶格结构的滤波器组 ,而又避免了强非

线性优化计算 ,是有效可行的.当然在此算法中 ,由于约束

H00 ( z)和 H01 ( z)互质 ,给低通滤波器的设计带来了限制.
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