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摘 要： 基于Ｂ赋值理论，通过在Ｂｏｏｌｅ赋值格和全体公式集上分别建立概率测度，利用积分方法提出了Ｂｏｏｌｅ语
义上公式的Ｂ概率真度，进而在Ｂｏｏｌｅ语义上建立了概率逻辑度量空间，将计量逻辑学中近似推理方法推广到Ｂｏｏｌｅ语义
上，完善了Ｂｏｏｌｅ语义的程度化方法．
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１ 引言

经典命题逻辑的语义理论是以｛０，１｝为赋值域的语

义理论［１］，将赋值域扩充为｛０， １ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１，１｝后可建

立包括ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑、Ｇｄｅｌ逻辑和乘积逻辑等在内的
多种 ｎ值逻辑的语义理论［２］，将赋值域扩充为单位区间
［０，１］就可得出各种类型的模糊逻辑，如：１９９５年 Ｈｈｌｅ
在文献［３］中基于一类剩余格提出了ＭＬ（ＭｏｎｏｉｄａｌＬｏｇｉｃ）；
１９９８年Ｈáｊｅｋ在文献［４］中基于连续三角模和它们的剩
余提出了基本模糊逻辑ＢＬ（ＢａｓｉｃＦｕｚｚｙＬｏｇｉｃ）；２００１年Ｅｓ
ｔｅｖａ和Ｇｏｄｏ在文献［５］中基于左连续三角模和它们的剩
余提出了ＭＴＬ（ＭｏｎｏｉｄａｌＴｎｏｒｍｂａｓｅｄＬｏｇｉｃ）逻辑，并讨论
了ＭＴＬ的一些扩张：ＷＮＭ（ＷｅａｋＮｉｌｐｏｔｅｎｔＭｉｎｉｍｕｍ）逻辑、
ＩＭＴＬ（ＩｎｖｏｌｕｔｉｖｅＭｏｍｏｉｄａｌＴｎｏｒｍｂａｓｅｄＬｏｇｉｃ）逻辑和 ＮＭ
（ＮｉｌｐｏｔｅｎｔＭｉｎｉｍｕｍ）逻辑；１９９７年王国俊教授在文献［６］
中基于 Ｒ０蕴涵算子提出了一种新的模糊命题演算形式
系统 Ｌ；２００３年裴道武教授在文献［７］证明了 ＮＭ逻辑

系统和 Ｌ系统等价，ＩＭＴＬ逻辑系统和 Ｌ０ 系统等价，等
等．

我们知道，经典逻辑、多值逻辑和模糊逻辑系统的

赋值域均是线性格即链，链中任何元素均可比较大小（在

偏序意义下），这样的逻辑系统自然有其优越性，但也表

现出与现实中赋值存在不可比较性相悖的缺点．事实上，
以格为赋值集的逻辑系统早已有之［８］，文献［９，１０］研究
了基于格蕴涵代数的格值逻辑上的推理理论．另一方面，
关于逻辑推理的程度化方法也被提出．１９７９年Ｐａｖｅｌｋａ在
他的系列文章［１１］中对几乎所有的概念进行了程度化研

究，王国俊教授近期在多值（模糊）逻辑系统上通过在赋

值域上定义测度建立了计量逻辑学［１２～１４］，为逻辑系统的

程度化推理提供了新方法，并引发了大量后续研

究［１５～１９］．文献［２０，２１］将这种程度化方法推广到有限
Ｂｏｏｌｅ代数为赋值格的 Ｂｏｏｌｅ语义上，得到一些有意义的
结果．但如何在一般 Ｂｏｏｌｅ代数赋值格的逻辑系统上进
行程度化？目前没有文献涉及．本文受文献［２２，２３］的启
发通过在Ｂｏｏｌｅ赋值格和全体命题公
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式集上分别建立概率测度，利用积分方法提出了 Ｂｏｏｌｅ
语义上公式的 Ｂ概率真度的概念，进而在 Ｂｏｏｌｅ语义上
建立了概率逻辑度量空间，将计量逻辑学中近似推理方

法推广到Ｂｏｏｌｅ语义上，解决了文献［２０］所遗留的问题，
完善了Ｂｏｏｌｅ语义理论的程度化方法．

２ Ｂｏｏｌｅ语义中公式的Ｂ概率真度

定义１［８］ 设（，≤）是具有最大元１Ｂ和最小元０Ｂ
的分配格，如果 上有一元运算：→满足条件

ａ∨ａ＝１Ｂ，ａ∧ａ＝０Ｂ，ａ∈ （１）
则称为 上的补运算，称 为Ｂｏｏｌｅ代数．

在Ｂｏｏｌｅ代数 上可引入蕴涵运算如下：
ａ→ｂ＝ａ∨ｂ，ａ，ｂ∈ （２）

则 ａ∨ｂ＝ａ→ｂ，ａ∧ｂ＝（ａ→ｂ），ａ＝ａ→０Ｂ，
ａ，ｂ∈．并且Ｂｏｏｌｅ代数 成为 Ｒ０代数［８］．
以下恒设 是一个 Ｂｏｏｌｅ代数，２是 Ｂｏｏｌｅ代数｛０，

１｝，用Θ表示从 到 ２的全体格同态之集，则有下述命
题成立．

命题１［２２］ 设 是一个Ｂｏｏｌｅ代数，２＝｛０，１｝，Θ是
全体从 到 ２的 Ｂｏｏｌｅ格同态之集，则 ａ≤ｂ当且仅当

ｆ∈Θ，ｆ（ａ）≤ｆ（ｂ）（ａ，ｂ∈）．
设（Θ，Ａ，θ）是均匀概率测度空间，这里 Ａ满足条件

ｘ∈，Σｘ＝｛ｆ∈Θ｜ｆ（ｘ）＝１｝∈Ａ，
且θ（Σｘ）＝１等价于 ｘ＝１Ｂ

（３）

ｘ∈，定义函数 ｘ：Θ→｛０，１｝为 ｘ（ｆ）＝ｆ（ｘ），ｆ∈Θ，
由式（３）条件知函数 ｘ是（Θ，Ａ，θ）上的可测函数，

则函数 ｘ是关于θ可积的［２３］．
定义２ 定义：→［０，１］如下

（ｘ）＝∫Θｘ（ｆ）ｄθ，ｘ∈ （４）

则称（ｘ）为 ｘ的特征数．
例１ 考虑菱形格 Ｂｏｏｌｅ代数 ３，即 ３＝｛０，ａ，ｂ，

１｝，其中ａ＝ｂ，ｂ＝ａ，０＝１，１＝０，ａ∨ｂ＝１，ａ
∧ｂ＝０．易证Θ＝｛ｆ１，ｆ２｝，其中 ｆ１（ａ）＝ｆ２（ｂ）＝１，ｆ１（ｂ）
＝ｆ２（ａ）＝０，ｆｉ（１）＝１，ｆｉ（０）＝０，ｉ＝１，２．由θ是Θ上的
均匀概率测度知，θ（ｆ１）＝θ（ｆ２）＝１／２，计算得，（１）＝
１，（０）＝０，（ａ）＝（ｂ）＝１／２．更一般地，可以证明对
于有限Ｂｏｏｌｅ代数 中的元素ｘ，本文定义的 ｘ的特征
数与文献［２０］中元素 ｘ的层是相等的．

命题２
（１）０≤（ｘ）≤１，ｘ∈．
（２）（１Ｂ）＝１，（０Ｂ）＝０，这里１Ｂ和０Ｂ分别是的

最大元和最小元．
（３）（ｘ）＝１－（ｘ），ｘ∈．
（４）若 ｘ≤ｙ，则（ｘ）≤（ｙ），ｘ，ｙ∈．
（５）（ｘ∨ｙ）＝（ｘ）＋（ｙ）－（ｘ∧ｙ），ｘ，ｙ∈．

证明 命题２的（１）～（４）是自明的，命题 ２的（５）
参见文献［２２］中命题３的证明．

设 Ｓ＝｛ｑ１，ｑ２，…｝为原子公式集，Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ生
成的（，→）型自由代数，这里 和→分别是 Ｆ（Ｓ）上
的否定和蕴涵逻辑联结词．称 Ｆ（Ｓ）中的元为命题（或
公式）．

定义３［２０］

（１）设 是 Ｂｏｏｌｅ代数，则称（，→）型同态 ｖ：
Ｆ（Ｓ）→为Ｆ（Ｓ）的Ｂ赋值，即 ｖ（Ａ）＝ｖ（Ａ），ｖ（Ａ
→Ｂ）＝ｖ（Ａ）→ｖ（Ｂ），Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ）．

Ｆ（Ｓ）的 Ｂ赋值的全体之集记为Ω．
（２）设 Ａ∈Ｆ（Ｓ），若ｖ∈Ω恒有ｖ（Ａ）＝１Ｂ，则称

Ａ为Ｂ重言式；若ｖ∈Ω恒有ｖ（Ａ）＝０Ｂ，则称 Ａ为Ｂ
矛盾式．

由 Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ生成的自由代数知ｖ由它在Ｓ上的
限制所完全决定．

命题３［２０］ 设 Ａ∈Ｆ（Ｓ），是有限Ｂｏｏｌｅ代数，则 Ａ
为Ｂ重言式当且仅当Ａ为重言式；Ａ为 Ｂ矛盾式当且
仅当Ａ为矛盾式．

定义４ Ａ∈Ｆ（Ｓ），定义广义 Ｂｏｏｌｅ函数珔Ａ：Ω→
如下

珔Ａ（υ）＝υ（Ａ），υ∈Ω （５）
设（Ω，Ｆ，μ）是概率测度空间，这里 Ｆ满足

Ａ∈Ｆ（Ｓ），（珔Ａ）是可测函数，即
（珔Ａ）－１（Ｂ［０，１］）Ｆ

（６）

其中（·）是特征数函数，Ｂ［０，１］是单位区间［０，１］上的
Ｂｏｒｅｌ集合系．则Ａ∈Ｆ（Ｓ），函数（珔Ａ）是μ可积的．

定义５ Ａ∈Ｆ（Ｓ），定义τ：Ｆ（Ｓ）→［０，１］如下

τ（Ａ）＝∫Ω（珔Ａ（υ））ｄμ （７）

其中（·）是特征数函数，称τ（Ａ）为公式 Ａ的 Ｂ概率
真度，又简称为μ真度．

适当选取概率测度μ可将文献［２０，２１］中公式的
真度作为上述定义的特例而导出．

定理１ 设 Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）０≤τ（Ａ）≤１．
（２）Ａ是 Ｂ重言式当且仅当τ（Ａ）＝１，Ａ是 Ｂ矛盾

式当且仅当τ（Ａ）＝０．
（３）若Ａ→Ｂ，则τ（Ａ）≤τ（Ｂ）．
（４）若 Ａ≈Ｂ，则τ（Ａ）＝τ（Ｂ）．
（５）τ（Ａ）＝１－τ（Ａ）．
（６）τ（Ａ∨Ｂ）＝τ（Ａ）＋τ（Ｂ）－τ（Ａ∧Ｂ）．
（７）τ（Ａ）＋τ（Ａ→Ｂ）＝τ（Ｂ）＋τ（Ｂ→Ａ）．
证明

（１）显然．
（２）Ａ是 Ｂ重言式当且仅当ｖ∈Ω，珔Ａ（υ）＝υ（Ａ）
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＝１Ｂ，即 （珔Ａ（υ））＝（１Ｂ）＝１，即 τ（Ａ）＝

∫Ω（珔Ａ（υ））ｄμ ＝∫Ωｄμ ＝１．同理，可证后面的结论．
（３）若Ａ→Ｂ，则ｖ∈Ω，珔Ａ（υ）＝υ（Ａ）≤υ（Ｂ）＝

珔Ｂ（υ），由命题２的（４）知，（珔Ａ（υ））≤（珔Ｂ（υ）），则τ（Ａ）
≤τ（Ｂ）．

（４）若 Ａ≈Ｂ，即Ａ→Ｂ且Ｂ→Ａ，由定理 １的
（３）知τ（Ａ）≤τ（Ｂ）且τ（Ｂ）≤τ（Ａ），则τ（Ａ）＝τ（Ｂ）．

（５）由命题２的（３），有ｖ∈Ω，（Ａ（υ））＝１－

（珔Ａ（υ）），从而τ（Ａ）＝∫Ω（Ａ（υ））ｄμ ＝∫Ω（１－
（珔Ａ（υ）））ｄμ ＝１－τ（Ａ）．

（６）由命题 ２的（５），有ｖ∈Ω，（Ａ∨Ｂ（υ））＝
（珔Ａ（υ））＋（珔Ｂ（υ））－（Ａ∧Ｂ（υ）），从而τ（Ａ∨Ｂ）＝

∫Ω（Ａ∨Ｂ（υ））ｄμ ＝∫Ω （（珔Ａ（υ））＋（珔Ｂ（υ））－
（Ａ∧Ｂ（υ）））ｄμ＝τ（Ａ）＋τ（Ｂ）－τ（Ａ∧Ｂ）．

（７）由定理１的（６）知，τ（Ａ）＋τ（Ａ→Ｂ）＝τ（Ａ）＋
τ（Ａ∨Ｂ）＝τ（Ａ∨（Ａ∨Ｂ））＋τ（Ａ∧（Ａ∨Ｂ））
＝１＋τ（Ａ∧ Ｂ），和τ（Ｂ）＋τ（Ｂ→ Ａ）＝τ（Ｂ）＋
τ（Ｂ∨Ａ）＝τ（Ｂ∨（Ｂ∨Ａ））＋τ（Ｂ∧（Ｂ∨Ａ））
＝１＋τ（Ｂ∧Ａ）＝１＋τ（Ａ∧Ｂ），得证．
在 Ｂｏｏｌｅ语义中有相应于多值逻辑中程度化的

ＭｏｄｕｓＰｏｎｅｎｓ和ＨｙｐｏｔｈｅｔｉｃａｌＳｙｌｌｏｇｉｓｍ规则．
定理２ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），α，β∈［０，１］，则
（１）若τ（Ａ）≥α，τ（Ａ→Ｂ）≥β，则τ（Ｂ）≥α＋β－

１．或令αβ＝ｍａｘ｛α＋β－１，０｝，则上式为τ（Ｂ）≥
τ（Ａ）τ（Ａ→Ｂ）．

（２）若τ（Ａ→Ｂ）≥α，τ（Ｂ→Ｃ）≥β，则τ（Ａ→Ｃ）≥
α＋β－１．即τ（Ａ→Ｃ）≥τ（Ａ→Ｂ）τ（Ｂ→Ｃ）．

证明

（１）由定理 １得β≤τ（Ａ→Ｂ）＝τ（Ａ∨Ｂ）＝
τ（Ａ）＋τ（Ｂ）－τ（Ａ∧Ｂ），所以由τ（Ａ∧Ｂ）≥０
得τ（Ｂ）≥β－１＋τ（Ａ）≥α＋β－１．

（２）注意到在Ｂｏｏｌｅ代数中，对于 ａ，ｂ，ｃ∈有（ａ→
ｂ）∧（ｂ→ｃ）≤ａ→ｃ和（ａ→ｂ）∨（ｂ→ｃ）＝１Ｂ成立［１５］，
则ｖ∈Ω，有（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ｃ）（υ）≤ Ａ→Ｃ（υ）和
（Ａ→Ｂ）∨（Ｂ→Ｃ）（υ）＝１Ｂ．则（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ｃ）（υ））

≤（Ａ→Ｃ（υ））和（（Ａ→Ｂ）∨（Ｂ→Ｃ）（υ））＝１．由命
题２及定义５知，τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ｃ））≤τ（Ａ→Ｃ），所
以１＝τ（１Ｂ）＝τ（（Ａ→Ｂ）∨（Ｂ→Ｃ））＝τ（Ａ→Ｂ）＋
τ（Ｂ→Ｃ）－τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ｃ））≥α＋β－τ（Ａ→Ｃ），
结论成立．

推论１
（１）若τ（Ａ）＝τ（Ａ→Ｂ）＝１，则τ（Ｂ）＝１．
（２）若τ（Ａ→Ｂ）＝τ（Ｂ→Ｃ）＝１，则τ（Ａ→Ｃ）＝１．

３ Ｂｏｏｌｅ语义上的概率相似度

定义６ 设 Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），定义ξ１：Ｆ（Ｓ）×Ｆ（Ｓ）→
［０，１］如下

ξ１（Ａ，Ｂ）＝τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）），Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ）（８）
则称ξ１（Ａ，Ｂ）为公式 Ａ与Ｂ之间的第一种Ｂ概率相似
度，简称ξ１相似度．

定理３ξ１（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ∧Ｂ）＋τ（Ａ∧Ｂ），Ａ，
Ｂ∈Ｆ（Ｓ）．
证明 在 Ｂｏｏｌｅ代数中，ａ，ｂ∈有（ａ→ｂ）∧（ｂ

→ａ）＝（ａ∨ｂ）∧（ｂ∨ａ）＝（ａ∧ｂ）∨（ａ∧
ｂ），所以ｖ∈Ω，有（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）（υ））＝
（（Ａ∧Ｂ）∨（Ａ∧Ｂ）（υ））＝ （Ａ∧Ｂ（υ））＋
（Ａ∧Ｂ（υ））－（（Ａ∧Ｂ）∧（Ａ∧Ｂ）（υ））＝
（Ａ∧Ｂ（υ））＋（Ａ∧Ｂ（υ））．由定义 ５知结论成
立．

定理４ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）ξ１（Ａ，Ａ）＝１；ξ１（Ａ，Ｂ）＝ξ１（Ｂ，Ａ）．
（２）ξ１（Ａ，Ｂ）＝１当且仅当 Ａ≈Ｂ．
（３）ξ１（Ａ，Ａ）＝０．
（４）ξ１（Ａ，Ｂ）＝ξ１（Ａ，Ｂ）．
（５）ξ１（Ａ，Ｂ）＋ξ１（Ａ，Ｂ）＝１．
（６）ξ１（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ→Ｂ）＋τ（Ｂ→Ａ）－１．
（７）ξ１（Ａ，Ｃ）≥ξ１（Ａ，Ｂ）ξ１（Ｂ，Ｃ）．
证明 （１），（３）和（４）由定理３易证．
（２）由定理１（２）知，ξ１（Ａ，Ｂ）＝１当且仅当（Ａ→Ｂ）

∧（Ｂ→Ａ）为 Ｂ重言式，当且仅当（Ａ→Ｂ）和（Ｂ→Ａ）都
是 Ｂ重言式，即 Ａ≈Ｂ．

（５）由定理 ３知，ξ１（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ∧ Ｂ）＋
τ（Ａ∧Ｂ），又由定理１（５）知τ（Ａ∧Ｂ）＋τ（Ａ∧Ｂ）
＝τ（Ａ），τ（Ａ∧Ｂ）＋τ（Ａ∧ Ｂ）＝τ（Ａ），所以

ξ１（Ａ，Ｂ）＋ξ１（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ）＋τ（Ａ）＝１．
（６）因为（Ａ→Ｂ）∨（Ｂ→Ａ）是 Ｂ重言式，由定理 １

知１＝τ（（Ａ→Ｂ）∨（Ｂ→Ａ））＝τ（Ａ→Ｂ）＋τ（Ｂ→Ａ）－
τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）），从而，结论成立．

（７）设 ｘ，ｙ，ｚ∈２＝｛０，１｝，有（ｘ→ｚ）∧（ｚ→ｘ）≥
（ｘ→ｙ）∧（ｙ→ｘ）＋（ｙ→ｚ）∧（ｚ→ｙ）－１［１６］．则 ａ，ｂ，ｃ
∈和ｆ∈Θ，有（（ａ→ｃ）∧（ｃ→ａ））（ｆ）＝ｆ（（ａ→ｃ）∧
（ｃ→ａ））＝（ｆ（ａ）→ｆ（ｃ））∧（ｆ（ｃ）→ｆ（ａ））≥（ｆ（ａ）→
ｆ（ｂ））∧（ｆ（ｂ）→ｆ（ａ））＋（ｆ（ｂ）→ｆ（ｃ））∧（ｆ（ｃ）→
ｆ（ｂ））－１＝（（ａ→ｂ）∧（ｂ→ａ））（ｆ）＋（（ｂ→ｃ）∧（ｃ→
ｂ））（ｆ）－１．
由定义２知，（（ａ→ｃ）∧（ｃ→ａ））≥（（ａ→ｂ）∧

（ｂ→ａ））＋（（ｂ→ｃ）∧（ｃ→ｂ））－１．则ｖ∈Ω 和Ａ，
Ｂ，Ｃ∈ Ｆ（Ｓ），有 （（Ａ→Ｃ）∧（Ｃ→Ａ）（υ））≥
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（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ）（υ））＋（（Ｂ→Ｃ）∧（Ｃ→Ｂ）（υ））
－１．
从而，由定义５及定义６得

ξ１（Ａ，Ｃ）≥τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ））
＋τ（（Ｂ→Ｃ）∧（Ｃ→Ｂ））－１
＝ξ１（Ａ，Ｂ）＋ξ１（Ｂ，Ｃ）－１．

为方便下面的讨论，在单位区间［０，１］上定义运算：

α⊙β＝ｍｉｎ｛α＋β，１｝，α＝１－α，α，β∈［０，１］（９）
则（［０，１］，⊙，，０）是 ＭＶ代数，称为标准 ＭＶ代数［２３］．
并定义如下运算：

α β＝ｍｉｎ｛α，β｝， α β＝ｍａｘ｛α，β｝，

αβ＝（α＋β－１） ０，α β＝（１－α＋β） １．
可见（， ）构成伴随对．

定义７ 设 Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），定义

ξ２（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ→Ｂ） τ（Ｂ→Ａ） （１０）

ξ３（Ａ，Ｂ）＝（τ（Ａ） τ（Ｂ）） （τ（Ｂ） τ（Ａ））（１１）
称ξｉ（Ａ，Ｂ）为公式 Ａ与Ｂ之间的第ｉ种 Ｂ概率相似
度，简称为ξｉ相似度，ｉ＝２，３．

定理５ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），ｉ＝２，３，则
（１）ξｉ（Ａ，Ａ）＝１；ξｉ（Ａ，Ｂ）＝ξｉ（Ｂ，Ａ）．
（２）ξ２（Ａ，Ｂ）＝１当且仅当 Ａ≈Ｂ；
若 Ａ≈Ｂ则ξ３（Ａ，Ｂ）＝１，但反之不成立．
（３）ξｉ（Ａ，Ｂ）＝ξｉ（Ａ，Ｂ）．
（４）ξｉ（Ａ，Ｃ）≥ξｉ（Ａ，Ｂ）ξｉ（Ｂ，Ｃ）．
证明 （１），（２）和（３）由定义７容易验证．
（４）对于ξ２，由定理２（２）知，τ（Ａ→Ｃ）≥τ（Ａ→Ｂ）

τ（Ｂ→Ｃ）及τ（Ｃ→Ａ）≥τ（Ｃ→Ｂ）τ（Ｂ→Ａ）＝τ（Ｂ
→Ａ）τ（Ｃ→Ｂ），再由ＭＶ代数的基本性质得

ξ２（Ａ，Ｃ）

＝τ（Ａ→Ｃ） τ（Ｃ→Ａ）

≥（τ（Ａ→Ｂ）τ（Ｂ→Ｃ）） （τ（Ｂ→Ａ）τ（Ｃ→Ｂ））
＝（τ（Ａ→Ｂ） τ（Ｂ→Ａ））（τ（Ｂ→Ｃ） τ（Ｃ→Ｂ））
＝ξ２（Ａ，Ｂ）ξ２（Ｂ，Ｃ）．
对于ξ３，由ＭＶ代数的基本性质知，τ（Ａ） τ（Ｃ）

≥（τ（Ａ） τ（Ｂ））（τ（Ｂ） τ（Ｃ））及τ（Ｃ） τ（Ａ）

≥（τ（Ｃ） τ（Ｂ））（τ（Ｂ） τ（Ａ））＝（τ（Ｂ） τ

（Ａ））（τ（Ｃ） τ（Ｂ）），所以，

ξ３（Ａ，Ｃ）＝（τ（Ａ） τ（Ｃ）） （τ（Ｃ） τ（Ａ））

≥（（τ（Ａ） τ（Ｂ））（τ（Ｂ） τ（Ｃ）））
（（τ（Ｂ） τ（Ａ））（τ（Ｃ） τ（Ｂ）））

＝（（τ（Ａ） τ（Ｂ）） （τ（Ｂ） τ（Ａ）））

（（τ（Ｂ） τ（Ｃ）） （τ（Ｃ） τ（Ｂ）））
＝ξ３（Ａ，Ｂ）ξ３（Ｂ，Ｃ）．

以上三种概率相似度有如下关系．
定理６ ξ１（Ａ，Ｂ）≤ξ２（Ａ，Ｂ）≤ξ３（Ａ，Ｂ），Ａ，Ｂ∈

Ｆ（Ｓ）．
证明 注意到（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ））→（Ａ→Ｂ）且

（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ））→（Ｂ→Ａ），由定理１（３）及定义
５得，ξ１（Ａ，Ｂ）＝τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ））≤τ（Ａ→Ｂ）且

ξ１（Ａ，Ｂ）≤τ（Ｂ→Ａ），则ξ１（Ａ，Ｂ）≤τ（Ａ→Ｂ） τ（Ｂ→
Ａ）＝ξ２（Ａ，Ｂ）．
由定理 ２（１）的结论及伴随对（， ）的性质，知

τ（Ａ→Ｂ）≤τ（Ａ） τ（Ｂ），同样τ（Ｂ→Ａ）≤τ（Ｂ）

τ（Ａ）．所以，ξ２（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ→Ｂ） τ（Ｂ→Ａ）≤（τ（Ａ）

τ（Ｂ）） （τ（Ｂ） τ（Ａ））＝ξ３（Ａ，Ｂ）．
更进一步有：

定理７ξ２（Ａ，Ｂ）＝
１
２（ξ１（Ａ，Ｂ）＋ξ３（Ａ，Ｂ）），Ａ，

Ｂ∈Ｆ（Ｓ）．

证明 利用α β＝
１
２（（α＋β）－α－β ），α，β

∈［０，１］，有
２ξ２（Ａ，Ｂ）＝２τ（Ａ→Ｂ） τ（Ｂ→Ａ）

＝（τ（Ａ→Ｂ）＋τ（Ｂ→Ａ））
－τ（Ａ→Ｂ）－τ（Ｂ→Ａ）

＝１＋τ（（Ａ→Ｂ）∧（Ｂ→Ａ））
－τ（Ａ∨Ｂ）－τ（（Ａ∧Ｂ））

＝１＋ξ１（Ａ，Ｂ）－τ（Ａ）＋τ（Ｂ）
－τ（Ａ∧Ｂ）－（１－τ（Ａ∧Ｂ））

＝ξ１（Ａ，Ｂ）＋１－τ（Ａ）－τ（Ｂ）
＝ξ１（Ａ，Ｂ）＋ξ３（Ａ，Ｂ）

最后一步用到了ξ３（Ａ，Ｂ）＝（τ（Ａ） τ（Ｂ）） （τ（Ｂ）

τ（Ａ））＝（１－τ（Ａ）＋τ（Ｂ）） （１－τ（Ｂ）＋τ（Ａ））
＝１－τ（Ａ）－τ（Ｂ）．

４ Ｂｏｏｌｅ语义上的概率逻辑度量空间

基于 Ｂｏｏｌｅ语义上的 Ｂ概率相似度可自然地在
Ｆ（Ｓ）上引入逻辑伪度量．

定义８ 定义ρｉ：Ｆ（Ｓ）×Ｆ（Ｓ）→［０，１］如下

ρｉ（Ａ，Ｂ）＝１－ξｉ（Ａ，Ｂ），Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），ｉ＝１，２，３
（１２）

则由定理４知ρｉ是Ｆ（Ｓ）上的伪度量，称（Ｆ（Ｓ），ρｉ）是
Ｂｏｏｌｅ语义的第 ｉ种概率逻辑度量空间，简称ρｉ度量空
间．

由前面的知识容易得到下面的定理．
定理８ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），ｉ＝１，２，３，则
（１）ρｉ（Ａ，Ａ）＝０，０≤ρｉ（Ａ，Ｂ）≤１．
（２）ρｉ（Ａ，Ｂ）＝ρｉ（Ｂ，Ａ）＝ρｉ（Ａ，Ｂ）．
（３）ρｉ（Ａ，Ｃ）≤ρｉ（Ａ，Ｂ）＋ρｉ（Ｂ，Ｃ）．
（４）ρ１（Ａ，Ａ）＝１，ρ１（Ａ，Ｂ）＋ρ１（Ａ，Ｂ）＝１．
（５）ρ１（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ∨Ｂ）－τ（Ａ∧Ｂ）
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＝２－τ（Ａ→Ｂ）－τ（Ｂ→Ａ）．
（６）ρ３（Ａ，Ｂ）＝τ（Ａ） τ（Ｂ）－τ（Ａ） τ（Ｂ）

＝τ（Ａ）－τ（Ｂ）
（７）ρ３（Ａ，Ｂ）≤ρ２（Ａ，Ｂ）≤ρ１（Ａ，Ｂ）．

（８）ρ２（Ａ，Ｂ）＝
１
２（ρ１（Ａ，Ｂ）＋ρ３（Ａ，Ｂ））．

下面我们讨论逻辑运算 ，∨，∧，→等在概率逻
辑度量空间（Ｆ（Ｓ），ρｉ）上的一致连续性．

引理 １ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ∈Ｆ（Ｓ），α，β∈［０，１］，若

ρ１（Ａ，Ｂ）≤α，ρ１（Ｃ，Ｄ）≤β，则ρ１（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）≤α＋

β．
证明 由定理１（６）和定理８（５）有

ρ１（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｃ）
＝ρ１（Ａ∨Ｃ，Ｂ∨Ｃ）
＝τ（（Ａ∨Ｃ）∨（Ｂ∨Ｃ））－τ（（Ａ∨Ｃ）∧（Ｂ∨
Ｃ））
＝τ（（Ａ∨Ｂ）∨Ｃ）－τ（（Ａ∧Ｂ）∨Ｃ）
＝（τ（（Ａ∧Ｂ））＋τ（Ｃ）－τ（（Ａ∧Ｂ）∧Ｃ））
－（τ（（Ａ∨Ｂ））＋τ（Ｃ）－τ（（Ａ∨Ｂ）∧Ｃ））

＝（τ（Ａ∨Ｂ）－τ（Ａ∧Ｂ））＋（τ（（Ａ∨Ｂ）∧Ｃ）
－τ（（Ａ∧Ｂ）∧Ｃ））

＝ρ１（Ａ，Ｂ）＋（τ（（Ａ∨Ｂ）∧Ｃ）－τ（（Ａ∧Ｂ）∧Ｃ））
≤ρ１（Ａ，Ｂ）．
其中最后一步用到如下结果：因为Ａ∧Ｂ→Ａ∨Ｂ，所
以（（Ａ∨Ｂ）∧Ｃ）→（（Ａ∧Ｂ）∧Ｃ），由定理１（３）
知τ（（Ａ∨Ｂ）∧Ｃ）－τ（（Ａ∧Ｂ）∧Ｃ）≤０．

类似地，可得ρ１（Ｂ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）≤ρ１（Ｃ，Ｄ）．利用
定理 ８（３）得ρ１（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）≤ρ１（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｃ）＋

ρ１（Ｂ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）≤ρ１（Ａ，Ｂ）＋ρ１（Ｃ，Ｄ）≤α＋β．
定理９ 概率逻辑度量空间（Ｆ（Ｓ），ρ１）上运算，

∨，∧，→关于ρ１都是一致连续的．
证明 设ε是任意给定的正数，由定理８（２）知，当

ρ１（Ａ，Ｂ）＜ε时，有ρ１（Ａ，Ｂ）＝ρ１（Ａ，Ｂ）＜ε，所以
补运算关于ρ１是一致连续的．

现在设ρ１（Ａ，Ｂ）＜ε，ρ１（Ｃ，Ｄ）＜ε，则由引理 １
知，ρ１（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）≤２ε，则蕴涵运算→是一致连续
的．因为 Ａ∨Ｂ＝Ａ→Ｂ，Ａ∧Ｂ＝（Ａ∨ Ｂ），所
以运算∨，∧也都是一致连续的．

引理 ２ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ∈Ｆ（Ｓ），α，β∈［０，１］，若

ρ２（Ａ，Ｂ）≤α，ρ２（Ｃ，Ｄ）≤β，则ρ２（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）≤α＋

β．
证明 在 Ｂｏｏｌｅ代数中有如下关系式成立：ａ，ｂ，

ｃ∈，ａ→ｂ≤（ｂ→ｃ）→（ａ→ｃ）．则υ∈Ω，有
（Ａ→Ｂ（υ））≤（（Ｂ→Ｃ）→（Ａ→Ｃ）（υ）），
同理，（Ｂ→Ａ（υ））≤（（Ａ→Ｃ）→（Ｂ→Ｃ）（υ））．

从而，τ（Ａ→Ｂ）≤τ（（Ｂ→Ｃ）→（Ａ→Ｃ）），τ（Ｂ→Ａ）≤

τ（（Ａ→Ｃ）→（Ｂ→Ｃ）），则τ（Ａ→Ｂ） τ（Ｂ→Ａ）≤
τ（（Ｂ→Ｃ）→（Ａ→Ｃ）） τ（（Ａ→Ｃ）→（Ｂ→Ｃ）），即

ξ２（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｃ）≥ξ２（Ａ，Ｂ）≥１－α．
同理可证，ξ２（Ｂ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）≥ξ２（Ｃ，Ｄ）≥１－β．所

以，由定理５（４）得

ξ２（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）

≥ξ２（Ａ→Ｃ，Ｂ→Ｃ）＋ξ２（Ｂ→Ｃ，Ｂ→Ｄ）－１
≥ξ２（Ａ，Ｂ）＋ξ２（Ｃ，Ｄ）－１≥１－（α＋β）．
再利用定义８，得证．

定理１０ 概率逻辑度量空间（Ｆ（Ｓ），ρ２）上运算，

∨，∧，→关于ρ２都是一致连续的．
可见伪度量ρ１与ρ２有很多相同的性质，事实上二

者是相互等价的伪度量．
定理１１ 在 Ｆ（Ｓ）上ρ１与ρ２是等价的伪度量．
证明 因为Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），ρ２（Ａ，Ｂ）≤ρ１（Ａ，Ｂ），

为证其等价只需证：当ｌｉｍ
ｎ→∞ρ２

（Ａｎ，Ｂｎ）＝０时ｌｉｍ
ｎ→∞ρ１

（Ａｎ，

Ｂｎ）＝０．
事实上，由定理８（７）知ρ３（Ａｎ，Ｂｎ）≤ρ２（Ａｎ，Ｂｎ），则

ｌｉｍ
ｎ→∞ρ３

（Ａｎ，Ｂｎ）＝０．又由定理 ８（８）知ρ１（Ａｎ，Ｂｎ）＝

２ρ２（Ａｎ，Ｂｎ）－ρ３（Ａｎ，Ｂｎ），从而，ｌｉｍｎ→∞ρ１
（Ａｎ，Ｂｎ）＝０．得

证．
定理１２ 概率逻辑度量空间（Ｆ（Ｓ），ρ３）上运算 

是一致连续的，但∨，∧，→关于ρ３不连续．
证明 ε＞０，若ρ３（Ａ，Ｂ）＜ε时，有ρ３（Ａ，

Ｂ）＝ρ３（Ａ，Ｂ）＜ε，即补运算 关于ρ３是一致连续
的．

举例说明∨，∧，→关于ρ３不连续．令 Ａ＝ｑ１，Ｂ＝
ｑ２，Ｃ＝Ｄ＝ｑ３，μ是均匀概率测度，可见ρ３（Ａ，Ｃ）＝

ρ３（Ｂ，Ｄ）＝０＜ε，但ρ３（Ａ∨Ｂ，Ｃ∨Ｄ）＝ρ３（ｑ１∨ｑ２，ｑ３）

＞０，ρ３（Ａ∧Ｂ，Ｃ∧Ｄ）＝ρ３（ｑ１∧ｑ２，ｑ３）＞０，ρ３（Ａ→Ｂ，
Ｃ→Ｄ）＝ρ３（ｑ１→ｑ２，１Ｂ）＞０．即∨，∧，→关于ρ３不连
续．

下面初步研究 Ｂｏｏｌｅ语义中理论的发散度及近似
推理理论．

定义９ 设Γ是 Ｆ（Ｓ）中的理论，即ΓＦ（Ｓ），令
ｄｉｖｉ（Γ）＝ｓｕｐ｛ρｉ（Ａ，Ｂ）Ａ，Ｂ∈Ｄ（Γ）｝，ｉ＝１，２，３

（１３）
称ｄｉｖｉ（Γ）为理论Γ的第 ｉ种 Ｂ概率发散度，简称 ｉ发
散度．
定理 １３ 设ΓＦ（Ｓ），则 ｄｉｖ１（Γ）＝ｄｉｖ２（Γ）＝

ｄｉｖ３（Γ）＝１－ｉｎｆ｛τ（Ｂ）Ｂ∈Ｄ（Γ）｝．
证明 设 Ｔ＝｛Ａτ（Ａ）＝１｝为全体 Ｂ重言式之

集，对于ΓＦ（Ｓ），若 Ａ∈Ｔ则Ａ∈Ｄ（Γ），从而
ｄｉｖｉ（Γ）＝ｓｕｐ｛ρｉ（Ａ，Ｂ）Ａ，Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
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＝ｓｕｐ｛ρｉ（Ａ，Ｂ）Ａ∈Ｔ，Ｂ∈Ｄ（Γ）｝．
所以，由定理４得

ｄｉｖ１（Γ）
＝ｓｕｐ｛ρ１（Ａ，Ｂ）Ａ∈Ｔ，Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
＝ｓｕｐ｛τ（Ａ∨Ｂ）－τ（Ａ∧Ｂ）Ａ∈Ｔ，Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
＝ｓｕｐ｛１－τ（Ｂ）Ｂ∈Ｄ（Γ）｝＝１－ｉｎｆ｛τ（Ｂ）Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
ｄｉｖ３（Γ）＝ｓｕｐ｛ρ３（Ａ，Ｂ）Ａ∈Ｔ，Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
＝ｓｕｐ｛τ（Ａ）－τ（Ｂ） Ａ∈Ｔ，Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
＝ｓｕｐ｛１－τ（Ｂ）Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
＝１－ｉｎｆ｛τ（Ｂ）Ｂ∈Ｄ（Γ）｝
即ｄｉｖ１（Γ）＝ｄｉｖ３（Γ）＝１－ｉｎｆ｛τ（Ｂ）Ｂ∈Ｄ（Γ）｝．再由定
理８（７）利用两边夹定理可得结论成立．

可见在三个（Ｆ（Ｓ），ρｉ）上有相同的理论发散度，统
一表示为ｄｉｖ（Γ）．若ｄｉｖ（Γ）＝１，称Γ是全发散的．

定义１０ 设Γ是 Ｆ（Ｓ）中的理论，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），ε＞０．
（１）如果ρ（Ｂ，Ｄ（Γ））＝ｉｎｆ｛ρ１（Ａ，Ｂ）Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜

ε，则称 Ｂ为Γ的 Ｉ型误差小于ε的结论，简记为 Ｂ∈
Ｄ１ε（Γ）．
（２）如果１－ｓｕｐ｛τ（Ａ→Ｂ）Ａ∈Ｄ（Γ）｝＜ε，则称 Ｂ

为Γ的 ＩＩ型误差小于ε的结论，简记为 Ｂ∈Ｄ２ε（Γ）．
（３）如果 ｉｎｆ｛Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（Σ））ΣＦ（Ｓ），Σ┝（Ｂ｝

＜ε，则称 Ｂ为Γ的 ＩＩＩ型误差小于ε的结论，简记为 Ｂ
∈Ｄ３ε（Γ）．这里 Ｈ是Ｐ（Ｆ（Ｓ））－｛ ｝上的 Ｈａｕｓｄｒｏｆｆ距
离．

定理１４ 设Γ是 Ｆ（Ｓ）中的理论，Ａ∈Ｆ（Ｓ），ε＞０，
则

（１）Ａ∈Ｄ１ε（Γ）当且仅当 Ａ∈Ｄ
２
ε
（Γ）．

（２）若 Ａ∈Ｄ３ε（Γ），则 Ａ∈Ｄ
１
ε
（Γ），Ａ∈Ｄ２ε（Γ）．

证明

（１）首先证明必要性．设 Ａ∈Ｄ１ε（Γ），由定义１０（１）
可知存在 Ｃ∈Ｄ（Γ）使得ρ１（Ａ，Ｃ）＜ε，又由ρ１（Ａ，Ｃ）＝
２－τ（Ａ→Ｃ）－τ（Ｃ→Ａ）≥１－τ（Ｃ→Ａ），所以 １－
ｓｕｐ｛τ（Ｂ→Ａ）Ｂ∈Ｄ（Γ）｝≤１－τ（Ｃ→Ａ）＜ε．因此 Ａ
∈Ｄ２ε（Γ）．

再证明充分性．又设 Ａ∈Ｄ２ε（Γ），则存在 Ｃ∈Ｄ（Γ）
使得１－τ（Ｃ→Ａ）＜ε，由 Ｃ→（Ｃ∨Ａ）为 Ｂ重言式及
ＭＰ规则可知 Ｃ∨Ａ∈Ｄ（Γ）．又ρ１（Ａ，Ｃ∨Ａ）＝１－τ（Ｃ
→Ａ），所以ρ（Ａ，Ｄ（Γ））≤ρ１（Ａ，Ｃ∨Ａ）＝１－τ（Ｃ→Ａ）
＜ε，充分性得证．
（２）若 Ａ∈Ｄ３ε（Γ），则存在Σ０Ｆ（Ｓ）使得Σ０Ａ且

Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（Σ０））＜ε，这时 Ａ∈Ｄ（Σ０），所以ρ（Ａ，
Ｄ（Γ））≤Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（Σ０））＜ε，即 Ａ∈Ｄ１ε（Γ）．由（１）知
后者也成立．

５ 结束语

本文基于Ｂ赋值理论利用测度论和积分方法提出

了一般 Ｂｏｏｌｅ代数赋值格命题逻辑中公式的 Ｂ概率真
度，研究了 Ｂｏｏｌｅ语义上的计量逻辑学的有关性质，完
善了 Ｂｏｏｌｅ语义的程度化方法．可以看到本文的方法具
有一般性，对诸如以 ＭＶ代数、Ｒ０代数等逻辑代数为赋
值格的命题逻辑系统的程度化可类似研究，有关工作

将另文讨论．
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