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摘 要： 针对电容层析成像图像重构Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则参数的选取问题，提出利用Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理确定正则参数，
使其选取与初始数据的观测误差相匹配，并提出三阶收敛算法与双参数模型相结合的混合算法，使其选取更加快速、

合理．数值实验表明：三阶混合算法优于典型的Ｎｅｗｔｏｎ方法；正则参数的选取影响重构图像的精度和速度；对于各种
设定流型，本文提出的混合算法重构图像速度更快，重建图像质量更高．
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１ 引言

电容层析成像技术（ＥｌｅｃｔｒｉｃａｌＣａｐａｃｉｔａｎｃｅＴｏｍｏｇｒａ
ｐｈｙ，ＥＣＴ）是基于电容敏感机理的过程层析成像技术，是
一种主要用于工业管道多相流参数测量的成像系统．测
试原理是：多相流各相介质具有不同的介电常数，当各

相组分浓度及其分布发生变化时会引起多相流混合流

体介电常数分布的变化，电容测量值随之发生改变．通
过检测安置在容器外的阵列电容器电容值，并通过适当

的图像重建算法把它们转化成反应容器内各项介质的

分布图像，从而获得容器内介质混合物的空间分布信

息．电容层析成像技术作为一种使用较为广泛的层析成
像技术，具有非侵入、结构简单、成本低、响应速度快、安

全性能好、适用范围广的优点．目前电容层析成像系统
已在流化床内物料分布、油／气两相流系统、气力输送的

气／固两相流等流型可视化监测中得到应用［１～５］．
电容层析成像得以实际应用的关键问题是图像重

构的质量和速度．目前，用于 ＥＣＴ图像重建的较常用的
方法分为非正则化方法和正则化方法．图像重构本质上
是一个不适定问题，正则化方法抗噪能力较强，特别适

合于求解不适定问题，而正则参数的选取是正则化方法

的关键问题，直接影响电容层析成像图像重构的速度和

质量．目前正则参数主要靠经验选取［６～８］，具有一定的
随机性和不确定性，使得正则化方法在实际应用中具有

一定的局限性．因此关于正则参数的选择，特别是更合
理的选取原则和更快捷的数值实现方法，仍然是有待于

进一步加以解决的重要问题．
本文采用Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理来决定正则参数，能使

正则参数的确定与原始数据的观测误差相匹配；其次，

由于在数值上确定正则参数是一个迭代过程，计算量
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比较大［９］，本文提出一个三阶收敛算法与双参数模型

相结合的确定正则参数的混合算法使其选取更加快

速、合理，并进行了数值实验，结果表明方法是高效稳

定的．

２ ＥＣＴ图像重建原理

ＥＣＴ技术包括求解正问题和反问题两部分．ＥＣＴ系
统的正问题就是由已知的介电常数分布，求出电容敏

感阵列各对电极间的电容值．
目前，多数 ＥＣＴ图像重构算法采用基于介电常数

到电容映射的线性模型，经过离散化、归一化并转化为

矩阵形式

λ＝Ｓｇ （１）
式中λ为ｍ×１维归一化电容测量值矩阵；ｇ为ｎ×１
维归一化介电常数分布矩阵，在图像重构中表示图像

像素灰度值；Ｓ为ｍ×ｎ维归一化灵敏度矩阵．
ＥＣＴ反问题也称为图像重构，目的是通过求解方程

（１）来获得管道内部的介质分布 ｇ．在图像重建问题中，
存在两个主要的困难．首先，由于独立电容测量值数目
ｍ（Ｎ×（Ｎ－１）／２，Ｎ为极板数目）小于离散化的介电常
数分布单元数 ｎ，所以这是个欠定问题，式（１）的解是不
唯一的．其次，因为测量电容值的微小扰动，会引起图
像灰度值 ｇ的巨大变化，对于 ＥＣＴ图像重构问题，式
（１）是一个典型的病态方程．对于这类问题需要施加正
则化和先验知识限制以保持解的惟一性和稳定性．处
理不适定问题的正则化方法有多种，其中Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则
化是一种通用方法并已应用于ＥＣＴ图像重建．

３ Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的基本思想是用一组与问题相邻近
的适定性问题的解去逼近原问题的解．典型的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ
正则化就是在下述展平泛函（ｓｍｏｏｔｈｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ）

Ｍ（α，ｇ）＝ Ｓｇ－

 

λ
２
Ｙ＋αΩ（ｇ） （２）

Ω（ｇ）＝

 

ｇ２
Ｘ （３）

的极小解的集合中，选择适当的元素去近似式（１）的真
解．上式中泛函Ω（ｇ）起着恢复原问题解的稳定性的作
用，因此也称为稳定泛函，对于同一个求解问题，它的

选取不是唯一的（随着对待求解所附加的条件的限制

而定）；α为正则参数．
式（２）方程的极小解 ｇδ（α）满足下述Ｅｕｌｅｒ方程

（ＳＴＳ＋αＩ）ｇ＝ＳＴλ （４）
或者变分形式

（Ｓｇ，Ｓｆ）＋α（ｇ，ｆ）＝（λ，Ｓｆ） （５）
其中 Ｉ为单位算子，ｆ∈Ｘ．对于任意常数α＞０，式（４）
都是适定的，故问题转化为：选择适当的（即与误差水

平相匹配）的参数使得式（４）相应于该参数的解就是式

（１）的解得稳定近似．

４ 决定正则参数的混合算法

正则参数的选取是正则化方法的关键问题，直接

影响解的精度．较小的α可对原始问题给出好的近似，
但误差的影响可能使解不稳定；较大的α减少了解对

误差的敏感性，但估计解通常又偏离真实值，实际应用

中应兼顾二者来选取正则参数．理论上存在最优的α．
对于具体问题，初始数据的观测误差是固定的，所

以，必须选择与误差水平相匹配的正则参数．通常正则
参数的选取分成先验（ｐｒｉｏｒ）和后验（ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ）两类策略，
不少先验的策略具有理论分析的价值，但在实际中常

常难以验证赖以使用的条件，因而多采用决定正则参

数的后验策略［１０］．
４１ Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理

Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理是目前广泛采用的决定正则参数
的后验策略，它要求正则参数α的选取与原始数据的

观测误差相匹配．即当观测误差δ已知时选取α＝α（δ）
满足

ρ（α，δ）＝ Ｓｇδ（α）－

 

λ ＝δ （６）
其中ρ（α，δ）称为偏差函数．为讨论方便，式（６）也可以
表示成

φ（α）＝ Ｓｇδ（α）－

 

λ
２－δ２＝０ （７）

上式是关于α的非线性、隐式方程，可以采用牛顿

法（Ｎｅｗｔｏｎ）求解．虽然牛顿法对于单根具有二阶收敛速
率，但是因为：（１）在迭代过程中要反复求解函数值和
导数值，计算量比较大；（２）牛顿法是局部收敛的，对于

α的初始估计值要求比较高，如果初值选取不适当可能

导致迭代发散．
因此希望：（１）构造具有更高阶收敛速率的算法；

（２）用不大的代价提供正则参数尽可能好的初值．
４２ 三阶收敛算法

为提高收敛速率，采用文献［１１］中的三阶收敛算
法．由φ（α）关于α的无穷次可微性，把φ（α）在αｋ做
Ｔａｙｌｏｒ展开

φ（α）＝φ（αｋ）＋φ′（αｋ）（α－αｋ）

＋φ
″（αｋ）
２ （α－αｋ）２＋φ

（ξｋ）

３！ （α－αｋ）３ （８）

用二次多项式近似φ（α），即

φ（α）≈φ（αｋ）＋φ′（αｋ）（α－αｋ）＋
φ″（αｋ）
２ （α－αｋ）２

（９）
所以求解式（７）就是近似求解

φ（αｋ）＋φ′（αｋ）（α－αｋ）＋
φ″（αｋ）
２ （α－αｋ）２＝０（１０）

从而得到迭代格式：
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αｋ＋１＝αｋ＋
－φ′（αｋ）± φ′（αｋ）

２－２φ（αｋ）φ″（αｋ槡 ）

φ″（αｋ）
（１１）

在选择正负号时，选择使（α－αｋ）尽量小，即以接
近αｋ的α作为αｋ＋１．为避免出现相近的数相减造成有
效数字的流失，导致解的精度降低，把分母有理化，且

取正负号与φ′（αｋ）同号，从而可以构造三阶收敛的迭
代格式

αｋ＋１＝αｋ－
２φ（αｋ）

φ′（αｋ）＋ｓｉｇｎ（φ′（αｋ））ρ（αｋ）
（１２）

其中

ｓｉｇｎ（φ′（αｋ））＝
１， φ′（αｋ）≥０
－１， φ′（αｋ）

{ ＜０
（１３）

ρ（αｋ）＝ φ′（αｋ）
２－２φ（αｋ）φ″（αｋ槡 ） （１４）

φ′（αｋ）＝２（Ｓｇδ（αｋ），Ｓｇ
′
δ
（αｋ））－２（λ，Ｓｇ′δ（αｋ））

（１５）
在式（５）中令 ｆ＝ｇ′δ（α），则可得到

φ′（αｋ）＝－２αｋ（ｇδ（αｋ），ｇ
′
δ
（αｋ）） （１６）

φ″（αｋ）＝－２（ｇδ（αｋ），ｇ
′
δ
（αｋ））

－２αｋ［ｇ
′
δ
（αｋ

 

）２＋（ｇδ（αｋ），ｇ
″
δ
（αｋ））］（１７）

由解的无穷次可微的性质可知，ｇ′δ（α）、ｇ
″
δ
（α）是

（ＳＴＳ＋αＩ）ｇ′δ（α）＝－ｇδ（α） （１８）
（ＳＴＳ＋αＩ）ｇ″δ（α）＝－ｇ

′
δ
（α） （１９）

的解，上述方程只需对式（４）关于α求导即可推出．
观察发现式（４）、（１８）、（１９）具有相同的系数矩阵，

因此求解过程中只需要作一次矩阵分解，并进行三次

回代，即可求出 ｇδ（αｋ）、ｇ
′
δ
（αｋ）、ｇ″δ（αｋ），从而大大节省

了计算量．有关收敛性证明可参见文献［１１］．
４３ 双参数算法

为了获得一个好的α的初值，本文将最初用于处

理非线性参数识别问题［９，１２］的参数模型（四参数模型）

简化成双参数模型，给出双参数算法．
令 Ｆ（α）是式（２）的极小化函数，即

Ｆ（α）＝Ｍ（α，ｇδ（α））＝ｍｉｎＭ（α，ｇ） （２０）
则有

Ｆ′（α）＝ ｇδ（α

 

）２ （２１）
偏差方程式（７）可以用 Ｆ（α）表示：

φ（α）＝Ｆ（α）－αＦ′（α）－δ
２＝０ （２２）

双参数算法的基本思想就是将偏差方程式（２２）近
似为

φ（α）≈ｍ（α）－αｍ′（α）－δ
２＝０ （２３）

ｍ（α）＝Ｃ αＴ＋α
（２４）

上式是一个带有两个参数 Ｃ、Ｔ的函数，称其双参

数模型函数．
这样通过确定双参数 Ｃ、Ｔ可以求出正则参数α及

正则解ｇδ（α）．
从而有下面的双参数算法

步骤１ 给出初始估计值α０，ε，令 ｋ＝０；
步骤２ 根据式（２０）、（２１）计算 Ｆ（αｋ）、Ｆ′（αｋ）；
步骤３ 计算 Ｃｋ、Ｔｋ

Ｃｋ＝
Ｆ２（αｋ）
αｋＦ′（αｋ）

（２５）

Ｔｋ＝
α
２
ｋＦ′（αｋ）

Ｆ（αｋ）－αｋＦ′（αｋ）
（２６）

步骤４ 把

ｍ（α）＝Ｃｋ αＴｋ＋α
（２７）

ｍ′（α）＝
ＣｋＴｋ

（Ｔｋ＋α）２
（２８）

代入近似的Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差方程式（２３）得到αｋ＋１．
步骤５ 如果 αｋ＋１－αｋ ＜ε，迭代终止；否则令 ｋ

＝ｋ＋１转步骤２．
数值实验表明：基于相当粗糙的初始估计值，利用

双参数方法，只要迭代一到两步即可得到α的初始近

似值；但是以后收敛速度就变得很慢，因此可以利用双

参数算法作为一个良好的开始策略．对于任意给定的
α０＞０，用双参数算法迭代一次或者两次，得到一个较好
的初值，然后再继续使用三阶收敛方法，可望达到更快

的收敛结果．
经过前面的讨论分析，我们把双参数算法和三阶

收敛算法相结合，得到下面的混合算法：

（１）给出正则参数的初始估计值，利用双参数算法
作一次或两次迭代；

（２）将上述算法得到的迭代值作为初值，使用三阶
收敛算法继续迭代．

５ 数值实验

为验证算法的有效性，采用１２电极系统对按经验
选取和混合算法选取正则参数图像重构的速度和质量

进行比较．油／气两相流仿真实验中管道内径 Ｒ１＝
６２ｍｍ，外径 Ｒ２＝７５ｍｍ，屏蔽罩直径 Ｒ３＝８０ｍｍ，电极张
角θ＝２６°，管内剖分８０４个单元．油的介电常数εｏｉｌ＝３，
空气介电常数为εｇａｓ＝１．迭代过程中迭代误差满足

φ（αｋ）≤ｅｐｓ （２９）
ｅｐｓ为给定精度．重建图像的相对误差

ｅ＝
ｇδ－

 

ｇ 

ｇ （３０）

ｇδ为重建结果的介质分布，ｇ为原始流型的介质分布．
表１给出了两种算法对不同初始估计值迭代次数
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的比较，δ＝００００１，ｅｐｓ＝δ２．从表中可以看出：
（１）两种算法对于初始估计值α＝０５，０１，００５收

敛；

（２）参数选取影响图像重构的速度，初值选取适当
可使迭代次数减少，重构速度提高；

（３）和典型的Ｎｅｗｔｏｎ法相比，混合算法具有更快的
图像重构速度．

表１ 对不同初值迭代次数的比较

仿真模形 迭代方法 α０＝０．５ α０＝０．１ α０＝０．０５

环状流
Ｎｅｗｔｏｎ
混合算法

＞５０
５

１０
４

＞５０
４

单气泡
Ｎｅｗｔｏｎ
混合算法

７
２

６
２

５
２

二气泡
Ｎｅｗｔｏｎ
混合算法

１１
４

１０
３

７
３

中心流
Ｎｅｗｔｏｎ
混合算法

１１
４

７
４

８
３

图 １给出了混合算法中初始估计值α＝０１，δ＝
００００１时随迭代次数变化图像相对误差的变化，从图
中可见，随迭代次数的增加，图像的相对误差在逐步减

小．
图２给出了混合算法和按经验选取正则参数图像

重构的比较结果，δ＝００００１，ｅｐｓ＝δ２．从图中可以看
出：（１）参数的选取影响重构图像的精度；（２）本文提出
的混合算法重构出的图像轮廓清晰，边界伪迹较少，精

度高于按经验选取正则参数重构出的图像的精度．

６ 结论

本文基于 Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理确定正则参数，提出一
种三阶收敛算法与双参数算法相结合的混合算法，使

其选取更加快速合理，并将混合算法应用于 ＥＣＴ图像
重构仿真实验．结果表明：应用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化进行图
像重建，正则参数的选取至关重要，直接影响重构图像

的精度和速度；文中提出的混合算法在图像重构的速

度和精度上均具有较大的优势，克服了经验选取正则

参数的随机性和不确定性，为 ＥＣＴ图像重构中 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ
正则参数的选择提供了一种有效的方法．
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