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� � 摘 � 要: � 本文研究了有色噪声背景下的密集频率估计问题,提出了一种采用二维抽取技术估计密集频率的新方

法.利用时域抽取增加频率间隔的能力, 基于二维谐波信号模型, 本方法对二维密集频率进行了有效的分离, 并利用改

进的二维矩阵束方法对分离后的二维密集频率进行了准确的估计. 本文所提出的方法简单易行,解决了现有二维频率

估计方法对密集频率估计失效的问题.仿真结果验证了本方法的有效性.

关键词: � 二维密集频率; 有色噪声; 高阶统计量; 二维抽取; 过采样

中图分类号: � TN911�72� � � 文献标识码 : � A � � � 文章编号: � 0372�2112 ( 2005) 09�1670�05
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Abstract: � Based on the two dimensional harmonicmodel, this paper studies the problem of estimating the frequencies of closely

spaced complex exponentials in the presence of colored noise, and presents a new estimation approach using the two dimensional deci�

mation technique. By using the capability of decimation in the time domain to increase the frequency intervals, the proposed method

first separates the frequencies in the frequency domain, and then gives the exact frequency estimations by using the improved two di�

mensional matrix pencil method. The proposed method is easy to realize and has successfully improved the performance of the existing

two dimensional frequency estimation methods in the case of closely spaced frequencies. Simulations are provided to show its perfor�

mances.
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1 � 引言

� � 噪声背景下的二维谐波频率估计问题是信号处理中的一

个典型问题 ,广泛存在于雷达, 声纳, 生物医学和地球物理等

领域中.针对各种噪声背景, 已提出了许多高分辨率的解决方

法.文献[ 1~ 4]中所提出的方法, 如信号子空间方法 ,矩阵束

方法,线性预测法等, 被认为是白噪声背景下十分有效的频率

估计方法.当加性噪声为有色噪声时, 针对有色噪声的统计特

性,利用二阶或高阶统计量, 提出了许多二维频率估计方法,

如文献[ 5]提出了适用于 MA 模型有色噪声背景下的二维谐

波频率估计方法.

当二维谐波信号各分量频率在频域上十分接近 ,即具有

密集频率时,上述各种高分辨率的二维谐波频率估计方法虽

然可以将信号与噪声分离,但由于受到频率分辨率的限制,无

法对各频率分量进行准确的估计[ 6] .若对谐波信号进行过采

样,虽然可以获得丰富的频率信息, 但同时缩小了频率分量间

的间隔, 反而会引起更大的估计误差[ 7] .由于抽取具有增加频

率间隔的能力[ 8] , 因此本文考虑在过采样的基础上进行二维

抽取, 这样既保留了丰富的频率信息,又增加了密集频率间的

间隔, 可以大大提高对二维密集频率的估计精度.

本文首先利用四阶累积量能够抑制高斯有色噪声的特

性[ 9] , 提出了一种改进的矩阵束方法,对高斯有色噪声背景下

的二维谐波频率进行了准确的估计. 然后利用二维抽取技术

对其进行改进, 使其能够对高斯有色噪声背景下的二维密集

频率进行准确的估计. 其中,由于过采样数据的四阶累积量既

抑制了有色噪声, 又具有与二维谐波信号相同的形式, 因此本

文不直接对含噪观测数据进行抽取, 而是对其四阶累积量进

行抽取, 大大提高了估计精度.文章最后的仿真实验说明了本

方法的有效性. 由于本文所提出的二维抽取技术实现简单, 只

需在已有的二维谐波频率估计方法基础上附加少量的运算,

因此具有很强的移植性,可以扩展应用于其它的二维频率估

计方法.
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2 � 基于四阶累积量的矩阵束方法
� � 设二维谐波信号由 K 个分量叠加而成:

x ( m , n)= �
K

k= 1

ak exp( j2�fk1m+ j2�f k2n+ j�k) (1)

其中, { x ( m, n) }包含 K 个二维谐波分量, ak , �k, f k1和 f k2分别

代表第 k 个谐波分量的幅值, 相位, 第一和第二维归一化频

率. �k是在[ - �,�]上服从均匀分布的随机变量.在噪声背景

下,信号的观测值为:

y ( m, n) = x ( m , n)+ w ( m, n) (2)

其中{w ( m, n) }为加性高斯有色噪声(ACGN) ,方差为  2.

由于四阶累积量具有抑制高斯噪声的能力, 因此采样信

号的四阶累积量等于二维谐波信号的四阶累积量, 即

c4y ( !1, !2 ; !3, !4; !5, !6)= c4x (!1 , !2; !3, !4; !5 , !6) (3)

其中,噪声的四阶累积量 c4w= 0

c4x ( !1 , !2 ; !3, !4; !5, !6 )

= E{ x ( m, n) x * (m + !1, n+ !2) x ( m+ !3, n+ !4) x * ( m+ !5,

n+ !6) } - E{ x ( m, n) x * (m + !1 , n+ !2) } E{ x ( m + !3, n+

!4) x * ( m+ !5, n + !6) }- E { x ( m, n) x ( m + !3, n + !4) } E

{ x * ( m + !1, n+ !2) x * ( m + !5, n+ !6 ) } - E { x ( m, n ) x *

(m+ !5, n+ !6) }E { x ( m+ !3, n+ !4) x * ( m+ !1, n+ !2) }

= �
K

k= 1

- a4kexp{ j2�( f k1( !3- !1- !5)+ f k2(!4- !2- !6) ) } (4)

由式(4)可以看出, 当 ( !1, !2 ) = ( !5, !6 ) = (0, 0) , ( !3, !4 ) =

( m, n)时, 观测信号的四阶累积量为

c( m, n)= c4x(0, 0; m , n;0, 0)= �
K

k= 1

- a4kexp{ j2�(f k1m+ f k2n) }

(5)

式(5)表明,观测信号的四阶累积量具有于二维谐波信号相同

的形式.因此, 考虑将观测信号的四阶累积量 c ( m, n)应用于

文献[ 2]中所提出的矩阵束方法,用以估计高斯有色噪声背景

下的二维谐波频率.

首先,构造矩阵

C=

c( 0, 0) c(0, 1)  c (0, N- 1)

c( 1, 0) c(1, 1)  c (1, N- 1)

∀ ∀  ∀

c( M- 1, 0) c( M- 1, 1)  c( M- 1, N- 1)
(6)

为表示方便 ,记 yk= exp( j2�f k1 ) , z k= exp( j2�f k2 ) , 可以将矩阵

C表示为 C= YAZ (7)

其中

Y=

y01 y 02  y0K

y 11 y 12  y1K

∀ ∀  ∀

y
M- 1
1 y

M- 1
2  y

M- 1
K

Z=

z 10 z 02  z 0K

z 11 z 12  z 1K

∀ ∀  ∀

z
M- 1
1 z

M- 1
2  z

M- 1
K

A= diag( a81 ,  , a8K ) (8)

为了分别求出各维频率分量,构造矩阵

Ce=

C0 C1  CM- p

C1 C2  CM- p+ 1

∀ ∀  ∀

Cp- 1 Cp  CM- 1

(9)

其中 � Cm=

c( m, 0) c( m, 1)  c( m, N- q)

c( m, 1) c( m, 2)  c( m, N - q+ 1)

∀ ∀  ∀

c( m, q- 1) c( m, q)  c( m, N - 1)

(10)

对 Ce 进行奇异值分解

Ce= UDVH= UsDsV
H
s + UnDnV

H
n (11)

其中, Us, Ds 和 Vs 含有K 个主奇异值和相对应的奇异向量.

定义 U1= Us 去掉前 q 行, U2= Us 去掉最后 q 行, 则 U1和 U2

的广义特征值计为二维谐波信号的第一维频率 fk1 .引入矩阵

P 如文献[ 2]中所示, U1P= PUs 去掉前 p 行 , U2P= PUs 去掉

最后 p 行,则 U1P与 U2P的广义特征值即为二维谐波信号的第

二维频率 f k2.文献[ 5]中给出了一种简单的配对方法,可以直

接获得二维频率对( f k1, f k2) .

3 � 基于二维抽取的密集频率估计方法
� � 上面提出的基于四阶累积量的矩阵束方法, 在密集频率

的情况下, 并不能给出准确的频率估计.下面利用二维抽取技

术对基于四阶累积量的矩阵束方法进行改进, 使其能够对高

斯有色噪声背景下的二维密集频率进行准确的估计, 具体实

现步骤如下所述.

对有色噪声背景下的观测数据进行过采样,过采样序列

为 y ( m, n) , 二维采样频率分别为{ f sample1, f sample2 } . 由于含噪

观测值的四阶累积量不仅抑制了有色噪声, 且具有与二维谐

波相同的形式, 因此本文不直接对过采样数据 y ( m, n)进行

抽取, 而选择对四阶累积量矩阵 C 进行抽取. 首先利用公式

(5)计算过采样序列的四阶累积量,并构造四阶累积量矩阵 C

如式(6)所示. 然后对矩阵 C 中的数据进行二维抽取,二维抽

取因子分别为{ #1, #2} , 抽取后的矩阵为

Ci
1
i
2
=

c( i 1, i2) c ( i1, i 2+ #2)  c( i 1, i 2+ #2(
N

#2
- 1) )

c ( i 1+ #1, i 2) c( i 1+ #1, i 2+ #2)  c ( i 1+ #1, i 2+ #2(
N

#2
- 1) )

∀ ∀  ∀

c ( i 1+ #1(
M

#1
- 1) , i 2) c( i 1+ #1(

M

#1
- 1), i 2+ #2)  c ( i 1+ #1(

M

#1
- 1) , i 2+ #2(

N

#2
- 1) )

=

ci
1
i
2
( 0,0) ci

1
i
2
( 0,1)  ci

1
i
2
(0,

N

#2
- 1)

ci
1
i
2
( 1,0) ci

1
i
2
( 1,1)  ci

1
i
2
(1,

N

#2
- 1)

∀ ∀  ∀

ci
1
i
2
(

M

#1
- 1,0) ci

1
i
2
(

M

#1
- 1,1)  ci

1
i
2
(
M

#1
- 1,

N

#2
- 1)

(12)
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其中, i1= 0, 1,  , #1- 1, i2= 0, 1,  , #2- 1

为了保证抽取后的序列不失真,二维抽取因子应满足

#1< f sample1/ (2f 1) , #2< f sample2 / (2f 2 ) (13)

其中,

f 1= max{ f k1, k= 1,  , K } , f 2= max { fk2 , k= 1,  , K }

将式(5)代入(12) ,可得矩阵 Ci
1
i
2
中的元素为

c i
1
i
2
( t1, t2)= �

K

k= 1

- a4kexp{ j2�f k1( t1#1+ i1) }exp{ j2�fk2( t2#2+ i2) }

= �
K

k= 1

- a4kexp{ j2�( f k1 i1+ f k2 i2) }exp{ j2�#1fk1 t1}

� !exp{ j2�#2f k2 t2}

= �
K

k= 1

a∀kexp{ j2�f∀k1t1}exp{ j2�f∀k2 t2} (14)

其中, 新的二维谐波信号幅值 a∀k= - a4kexp{ j2�( f k1 i1+ f k2

i2) } , 新的二维谐波信号 f∀k1= #1f k1, f∀k2= #2f k2, k = 1, 2,  ,

K , t 1= 0, 1,  , M/ #1- 1, t2= 0, 1,  , N /#2- 1.

由式(14)可以看出, 经过二维抽取后的四阶累积量矩阵

Ci
1
i
2
,其二维谐波信号频率{ f∀k1 , f∀k2 } , 分别是原始信号频率

{ f k1, f k2}的 #1 和 #2倍, 因此增大了密集频率间隔. 同时, 为了

得到更加准确的频率估计结果, 应该充分利用过采样所获得

的频率信息,因此将抽取后的矩阵序列{ Ci
1
i
2
; i1= 0, 1,  , #1

- 1, i2= 0, 1,  , #2- 1}进行如下线性组合

CT= �
#
1
- 1

i
1
= 0
�
#
2
- 1

i
2
= 0

Ci
1
i
2

(15)

由式(14)可以看出,对矩阵序列{ Ci
1
i
2
}进行线性叠加运算后,

并不会改变矩阵中元素所具有的二维谐波信号形式. 因此用

矩阵 CT 来代替基于四阶累积量的矩阵束方法中的矩阵C ,便

可以估计出用抽取因子{ #1, #2 }放大后的二维谐波信号频率

{ f∀k1, f∀k2} ,也即获得了原始二维谐波信号频率{ fk1 , f k2} .

综上所述,本文所提出的基于抽取技术的二维密集频率

估计方法,可以分为以下几个步骤:

(1)对有色噪声背景下的二维谐波信号进行过采样, 过采

样序列为 y ( m, n) .

(2)计算过采样序列 y ( m , n)的四阶累积量 c ( m, n) , 并

构造矩阵 C.

(3)以抽取因子{ #1, #2}对矩阵 C 进行二维抽取, 获得矩

阵序列{ Ci
1
i
2
; i1= 0, 1,  , #1- 1, i2= 0, 1,  , #2- 1} , 并对其

进行线性组合构造矩阵 CT

CT=

CT(0, 0) CT(0, 1)  CT (0,
N
#2
- 1)

CT(1, 0) CT(1, 1)  CT (1,
N
#2
- 1)

∀ ∀  ∀

CT (
M
#1
- 1, 0) CT (

M
#1
- 1, 1)  CT(

M
#1
- 1,

N
#2
- 1)

(16)

(4)构造矩阵

CT, e=

CT, 0 CT, 1  CT,
M
#
1

- p∀

CT, 1 CT, 2  CT,
M
#
1
- p∀+ 1

∀ ∀  ∀

CT, p∀- 1 CT, p∀  CT,
M
#
1

- 1

(17)

其中

CT, m=

CT (m, 0) CT (m, 1)  CT( m,
N
#2
- q∀)

CT (m, 1) CT (m, 2)  CT( m,
N
#2
- q∀+ 1)

∀ ∀  ∀

CT (m, q∀- 1) CT (m, q∀)  CT( m,
N
#2
- 1)

(18)

(5)对 CT, e进行奇异值分解,如式(11)所示, 并按第二部

分中所述方法依次求出用抽取因子 { #1, #2}放大后的二维谐

波信号频率{ f∀k1, f∀k2; k= 1, 2,  , K } .

(6)利用关系 f∀k1= #1f k1, f∀k2= #2fk2求解二维谐波信号频

率{ f k1, f k2; k= 1, 2,  , K } .

4 � 仿真实验

� � 为检验前述方法的可行性和对二维密集频率的高分辨性

能, 进行Monte Calro仿真实验. 假设信号模型为

� � y ( m, n) = 2exp{ j2�( f 11m+ f 21 n) }

+ 2exp{ j2�( f 12m+ f 22 n) } + w( m, n)

其中, w( m, n)为服从高斯分布的有色噪声, 方差为  2 .信噪

比定义为 SNR= - 10log 2.

实验 1� 本实验将验证基于四阶累积量的矩阵束方法

(Cumulant based Matrix Pencil# CMP) , 在有色噪声背景下频率

估计性能. 二维信号频率分别为 f 11= 0�2, f 21= 0�36, f 12= 0�4,

f 22= 0�24, 以频率 1采样, 采样点 y ( m, n)所组成的观测值矩

阵大小为 64 ∃ 64.
在信噪比 SNR= 0dB 的情况下, 分别采用本文提出的基

于四阶累积量的矩阵束方法 ( CMP) 和经典的矩阵束方法

(MP) [ 2]估计二维谐波频率, 100 次独立 Monte Calro仿真实验

结果分别如图 1 和图 2 所示, f 1和 f 2分别代表二维谐波的第

一维与第二维频率. 由图 1和图 2 可以看出, 在有色噪声背景

下, 文献[ 2]所提出的矩阵束方法失效, 而本文所提出的基于

四阶累积量的矩阵束方法,则可以给出精确的频率估计.

在不同信噪比下, CMP方法与 MP 方法的估计性能比较

如图 3 所示.图中给出了估计均方误差随信噪比变化的曲线,

其中最上面的两条曲线为 MP方法的估计误差曲线, 最下面
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的两条曲线为 CMP方法的估计误差曲线. 由于本实验假设信

号模型包含两对频率, 因此图中均方误差 ( Mean Squared Er�
ror # MSE)定义为.从图中可以看出, 在有色噪声背景下本文

提出的方法明显优于文献[ 2]中的方法,且在较低的信噪比下

仍能准确地估计信号频率.

实验 2 � 本文提出的基于四阶累积量的矩阵束方法, 并

不适于估计密集频率.因此本文利用二维抽取的方法, 对其进

行改进,进而提出了基于二维抽取的改进的矩阵束方法( Dec�
imation based CMP # DCMP) . 本实验旨在验证有色噪声背景下

DCMP方法估计二维密集频率的有效性. 实验中 f 11= 0� 02, f 21
= 0�036, f 12= 0�04, f 22= 0�024,为满足过采样要求以频率 1 采

样,采样点 y ( m, n)所组成的观测值矩阵大小为 128 ∃ 128, 二
维抽取因子 #1= #2= 10.

在信噪比 SNR= 0dB 的情况下, 分别采用 CMP 方法和

DCMP方法估计二维密集谐波频率,Monte Calro仿真实验结果

分别如图 4和图 5 所示, f 1 和 f 2 分别代表二维谐波频率的第

一维与第二维频率.由图 4 和图 5可以看出, 在有色噪声背景

下, CMP方法失效, 而利用二维抽取方法改进后的 DCMP方法

精确的估计出二维密集频率.

在不同信噪比下, CMP方法与 DCMP方法的估计性能比

较如图 6所示. 图中给出了估计均方误差随信噪比变化的曲

线.从图中可以看出, CMP方法的频率分辨率已无法满足密集

频率的要求,即使在较高的信噪比下也无法准确地估计出密

集频率.而 DCMP方法则通过二维抽取因子提高了对二维密

集频率的估计精度,大大改善了算法的估计性能.

实验 3� 进行二维抽取时, 抽取因子的选取至关重要, 直

接关系到算法对密集频率的估计精度. 为了保证抽取后的序

列不失真,抽取因子应首先满足式(13)的要求, 使抽取后的序

列仍满足采样定理.由于抽取后频率被放大的倍数与抽取因

子的大小成正比,因此在满足式(13)的前提下, 在一定范围内

抽取因子越大则频率的分辨率就越高。但抽取因子也不宜过

大, 由式(14)可以看出,抽取因子越大则抽取后序列的长度越

短, 这在一定程度上会影响频率估计的精度. 而且随着抽取因

子的不断增大, 抽取后序列的频率被放大到一定程度后, 考虑

到算法本身的局限, 频率估计精度不再会有大的提高. 图 7 反

映了抽取因子对频率估计精度的影响 ,实验中为方便分析取

#1= #2,其它参数的先取与实验 2 相同. 从图中可以看出, 实

验结果与上述理论分析是一致的, 即频率估计精度随抽取因

子的增大而提高, 但估计精度提高的速率呈递减趋势, 当抽取

因子增大到 5 后,估计精度不再有大的变化.

5 � 结论

� � 本文主要讨论了有色噪声背景下的二维密集频率估计问

题. 首先,利用四阶累积量能够抑制高斯有色噪声的特性, 提

高了一种改进的矩阵束方法, 对高斯有色噪声背景下的二维

谐波频率进行了准确的估计. 然后,鉴于这种算法对密集频率

估计失效的问题, 在二维密集频率估计问题中引入了二维抽

取技术, 利用抽取因子放大密集频率, 增大频率间隔, 获得了

一种基于二维抽取技术的密集频率估计新方法. 仿真实验表

明, 利用二维抽取技术改进后的方法可以准确的估计有色噪

声背景下的二维密集频率, 与现有的二维频率估计方法相比,

估计精度大大提高.

由于本文提出的二维抽取技术仅需在二维频率估计算法

的基础上附加少量运算,因此不难推广应用于其它的二维频

率估计算法, 以期获得更好的密集频率估计效果.
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