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� � 摘 � 要: � 混沌电路设计是混沌通信和混沌加密等应用的先决条件,因此混沌电路的理论研究和设计具有十分重

要的意义.本文提出混沌电路的一种新的设计方法 ,可以在二维空间中简单灵活的设计构造出一类混沌系统.该方法

的最大优点是:采用模块化设计思路, 混沌吸引子的形状可以根据实际需要来设计, 易于电路和集成电路实现.
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Abstract: � The chaotic circuit design is a prerequisite to chaotic communication, the chaotic encryption etc.Therefore the fun�
damental research and design of chaotic circuits are extremely significant. In this paper, a new method to design chaotic circuits is pro�

posed, through which it becomes very simple and flexible to design chaotic dynamic systems in the 2D state space. The remarkable

character of this design method is:we can choose complexity of the chaotic attractor as we need by combining the three kinds of mod�

ules, and the chaotic attractor can be easily implemented with a circuit or a integrate circuit.
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1 � 引言

� � 混沌现象是自然界普遍存在的一种现象, 是有序决定的

无序从而类似于随机的现象. 从哲学、科学和工程上来说, 对

它的研究都具有重要意义.

由于混沌现象具有长期不可预测性和伪随机性 ,所以它

可以做为随机信号源, 在通信、保密等领域有很大的应用价

值.从而掀起了对混沌信号产生器的设计的研究热潮. 研究发

现,虽然自然界许许多多系统都存在着混沌现象, 比如神经网

络(包括人的大脑)、电力系统、大气系统、天体系统、生态系

统、电路系统、分子运动系统等等, 但是这些系统却大都不是

理想的混沌信号源.经过近二十年艰苦不断地研究, 人们在混

沌系统的设计上已经取得可喜的成就[ 1~ 7] . 从以前研究较多

的Lorenz, Chua, R�ssler吸引子到它们的各种变形和改进 ,再到

许多其它新的奇怪吸引子.从目前的研究状况来看, 人们主要

利用非线性系统理论和延时、扰动、控制等方法来构造混沌系

统.不过,得到的往往是个别的或者某单一一类的混沌系统,

缺乏普遍指导意义,更不用说按一定需求去设计混沌系统,所

以对实际工程应用来讲,还远远不够, 目前混沌信号设计还具

有很大的挑战性.

因此, 本文在分段映射的拓扑马蹄理论的基础上, 分析混

沌现象产生的机制, 然后提出一类混沌系统的设计方法. 该方

法采用模块化的设计思路,简单直接, 有利于满足实际需求.

2 � 分段映射的拓扑马蹄理论

� � 拓扑马蹄理论是研究混沌现象的一种有力工具, 本节将

介绍该理论的一些基本结论, 尤其是关于分段映射的拓扑马

蹄理论.

首先, 我们回顾一下符号动力系统的有关知识[ 8] .

令 Sm= { 0, 1, �, m- 1}为一个非负连续整数从 0到 m-

1 集合.存在双边无限序列

s= { �, s- n , �, s - 1, s 0, s 1, �, sn , �} , � si  Sm

令! m 为所有 s 的集合, 考虑另外一个序列 s  ! m

 s= { �, s - n , �,  s - 1,  s 0, s 1, �,  s n , �} , �  s i  Sm

那么 s 和 s 的距离定义为:

d( s , s ) = !
∀

- ∀

1

2| i|

| si-  si |
1+ | s i-  s i|

(1)

有了式(1)的距离定义, ! m 就成了一个度量空间, 于是

得到下面的结论.

定理 1 � 空间 �m 是( a)紧致的; ( b )完全不连通的; ( c)
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完备的.

同时满足上面命题三个条件的集合通常被称为 Contor

集.而 Contor集通常可以展现出混沌动力系统的不变集的结

构复杂性.

定义 1 � m 移位映射 ( m�shift map) �: �m # �m 为 �( s( i) )

= s ( i + 1) ,即: �( s )令 s 的每个元素左移一位. 例如,若 s ( i) =

( �, s - 1; s 0, �)则 �( s( i) ) = s( i+ 1)= ( �, s- 1 , s0; s1, �) .

于是我们可得到如下定理:

定理 2� ( a) � �( �m)= � m ,并且 �连续.

( b) � 定义在 �m 上的动力系统的移位映射 �有以下性质:

� ∃ �有可数、无限多个、含有所有周期的周期轨;

� % �有不可数且无限多个非周期轨;

� & �有一条轨道在 �m 中稠密.

由定理 2( b )可以推出由移位映射 �产生的动力系统对

初值具有敏感依赖性,所以是混沌的
[ 8]

.

现在回顾一下拓扑马蹄理论的一些基本结论[ 9,10] .

令 X 是一个可分的度量空间, Q 是X 的紧子集, f : Q # X

是映射,做出以下假设:

假设 1 [10] � 存在 Q 的m 个互不相交的子集 Q1, �, Qm ,

且对于每个 Qi 有f | Qi 连续.

定义 2[ 10] � 令  是Q 的紧子集, 对于任意 1 ∋ i ∋ m ,  i

=  ( Qi 非空且紧致,我们称  为对应于Q 1, �, Qm 的连接.

令 F 为一簇对应于 Q1, �, Qm 的连接, 如果   F 可推出 f

(  i )  F, 则 F 称为对应于Q 1, �, Qm 的连接簇.

定理 3
[ 10] � 如果存在上面的连接簇 F, 那么将存在一个

紧不变集 QI ! Q,并且 f | QI 半共轭于一个 m 移位映射.

半共轭一般定义:若存在连续映射 h: QI # �m 满足h� f =
�� h, 于是 f 与�半共轭 .关于半共轭, 有以下重要结论.

定理 4 [ 9] � 对于两个动力系统(X , f )和 ( Y , g ) , 如果( X ,

f )半共轭于( Y, g ) ,那么, f 的拓扑熵不小于g, 即

ent( f ) ) ent ( g)

因为 ent( �)= log m, 这里 g = �,所以 ent( f ) )log m. 当

m> 1 时 ent( f ) > 0,所以动力系统(X , f )混沌[ 9] .

3 � 设计方法

� � 混沌现象的本质就是对初始值的敏感依赖性. 如何构造

含有这种性质的系统呢? 从上面的讨论可知, Contor集 �m 内

的元素在移位映射�下具有这种性质.如果在空间 X 内适当

的选取一个集合Q,并构造一个系统 S, 若 S 包含一个满足定

理 3中条件的有界映射 f ,则在 Q 内就能找到一个不变集QI ,

并且 f | QI 半共轭与一个m 移位映射, 所以 S 是混沌的. 简而

言之,我们的任务就是选取 Q 和构造一个含有映射f 的动力

系统S, 然后简化,并用电路或集成电路实现.

首先,我们考虑二维平面上一个简单的系统 SB:

�x 1

�x 2

=
! ∀∀

- ∀∀ !

x 1

x 2

(2)

它的解为:

x 1

x 2

= e!t cos∀∀t sin∀∀t

- sin∀∀t cos∀∀t

x 01

x 02

(3)

从几何的角度, !决定向量( x 1 , x 2 )
T 的伸缩速度, ∀决定

向量( x 1, x 2)
T 的旋转速度. 设 !和∀都大于 0, 任取一较小的

初始值, 得到的轨道如图 1 所示:

现在考虑如何

在上面建立切换控

制以将它变为混沌

系统. 利用某种切

换控制, 当系统状

态到达曲线 AB 的

时候 ( A、B 均为轨

道上的点) , 我们把

AB 通过某一映射

连续P 映射为另一

曲线A∗B∗. A∗B∗与图中轨道有交点C∗, D∗, E∗, F∗, �;然而, C∗
D∗, D∗E∗, E∗F∗, �在系统经过某时间都将被拉伸覆盖到 AB

上,设这个映射为H ,接着 AB 又被 P 映射成为A∗B∗, 如此下
去. AB 相当于不断的被截为许多小段, 然后每段又被拉长覆

盖到 AB 上.对于任意相邻的两点, 它们总是趋于分离的, 又

因为有界, 所以就产生了混沌.

定理 5 � 上面设计出的系统是混沌的.

证: 在 AB 上取点C, D , E, F, �, 使得 P( C )= C∗, P( D )

= D∗, P ( E)= E∗, P( F )= F∗, �
令 Q 为AB 在两端各移除一个任意小的开集后剩下的集

合, 则 Q紧致.

令 f (+) = H ( P(+) ) , 则 f ( CD) = AB, f ( DE) = AB , f ( EF)

= AB, �,所以我们可以在 CD , DE, EF, �上找到 Q 的m 个

互不相交的集合 Q1, �, Qm ,且对于每个 Qi 有 f | Qi 连续, 其

中 Q1 ! CD , Q2 ! DE , Q3 ! EF , �, 所以存在定义 2 中的对应

于 Q1 , �, Qm 的f 连接簇F .

由定理 3 可知存在一个紧不变集 QI ! Q,并且 f | QI 半共

轭于一个 m 移位映射. 由定理4 可知系统的拓扑熵不小于 log

m,所以当 m> 1 时系统是混沌的.证毕.

从上面的证明可知, 系统 SB 只要是螺旋且发散, AB 和

A∗B∗任意选取或者扭曲, 若仍能保证上面描述的映射性质, 那

么就可用上面的证明证出整个系统是混沌的, 所以这种方式

设计出的混沌的鲁棒性很强, 也就是说映射 P 只需要近似的

实现即可.

从原理上讲,系统 SB 的作用是将曲线A∗B∗分裂成若干部

分, 然后把每部分拉伸覆盖到 AB 上. 映射 P 的作用是将 AB

演化为A∗B∗, 不仅为了保证系统状态变量的有界性, 还为了

AB 的下一次分裂拉伸做准备, 具有映射 P 的作用的系统, 我

们用 SE 表示.为了使各系统发挥出它应有的映射效果, 我们

就需要构造一个切换控制 CS 在不同系统间的不断切换. 从

而, AB 就在不断的分裂和演化下产生了混沌.

动力系统 SB、动力系统 SE 和切换控制CS 就构成了本设

计思想的基本模块. 要在二维平面上设计混沌系统, 首先需要

在平面上设计出各个曲线之间的映射关系图, 然后根据关系

图, 分别设计动力系统 SB 和动力系统SE , 最后设计各系统之

间的切换控制方式 CS . 只要合理的设计出这些基本模块就可
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以构造出混沌系统.同样, 也可以用现有某个系统作为一个基

本模块,然后设计出其他模块来将它混沌化. 经反复调节和简

化,最终用电路实现.

例 1� 平面单螺旋混沌系统 �
SB的设计:

�x =
1 10

- 10 1
x ( 4a)

SE的设计:

�x =
- 1 0

0 - 1
x-

- 1

- 0. 5
(4b )

CS 的设计: 在系统 SB 下, 当 x 1 正向穿过 x 1= 1 时启用

动力系统 SE; 在系统 SE下, 当 x 1负向穿过 x1= 0时启用系统

SB.

计算机仿真结果如图 2( a)所示,易见 m> 3,这个系统是

混沌的,证明与定理 5 相同. 经数值计算, 最大 Lyapunov 指数

约为 0�21, 这就验证了例 1的混沌性.

可见,只要在有界的情况下, 能够保证不断的分裂、拉伸,

系统就会产生混沌.如果我们采用一个具有分裂、拉伸功能的

动力系统 SB 去替代SE ,可以轻易证出新系统也是混沌的. 下

面例 2为采用 SB1和 SB2产生混沌的一个例子.

例 2� 平面双螺旋混沌系统 �

SB1的设计:

�x=
1 10

- 10 0
x-

0

- 1
( 5a)

SB2的设计:

�x =
1 10

- 10 0
x-

0

1
(5b )

CS 的设计:在系统 SB1下, 当 x 2 正向穿过 x 2= 1 时启用

动力系统 SB2; 在系统 SB2下, 当 x 2 负向穿过 x 2= - 1 时启用

系统 SB1.

计算机仿真结果如图 2( b )所示, 最大 Lyapunov 指数约为

0. 50, 说明系统是混沌的.这一点可以证明,证明过程与定理 5

相似,即: 在曲线 AB 上可找到 m> 1个互不相交的子集, 每个

子集经过某时间,在这两个系统的作用下映射成为 AB 本身,

且对于每个子集映射连续. 设 AB 上有 k 段被拉伸覆盖了A∗

B∗, A∗B∗上又有 l 段被拉伸覆盖了AB, 则 m ) k+ l. 显然, 这里

的 k 和 l都不小于3,则 m )9, 所以系统混沌.由定理 4 可知,

例 2拓扑熵 log 9 比例 1的拓扑熵 log 3 大,所以更混沌.

例2 的电路实现如图 3( a)所示. 该电路由两个积分器、

一个加法器和一个滞回电压比较器构成. 取 C1= C2= C, R1

= R2= R, r 1= R 4/ R5, R4/ R6= 1, r2= R4/ R 3,则电路的状态方

程如下:

�V1

�V2

=
1
RC

r 1 1

- 1 0

V1

V2+ r 2H( V 2)
(6)

这里, H ( V 2)为滞回比较器的输出.假设运放能输出的最高和

最低电压分别为 Vm+ 和 Vm- , 则滞回比较器的上下触发电压

为 VT , = R8Vm, / ( R8+ R7) .不妨设 H ( V2 )初始值为 Vm+ , 则

系统处于 SB1的状态. 当 V2正向穿过 VT+ 时, H ( V2)由 Vm+ 变

为 Vm- ,系统进入 SB2的状态; 当 V2 负向穿过 VT- 时, H ( V2)

由 Vm- 变为 Vm+ ,系统进入 SB1的状态. 这说明, 通过适当地

选取 R3~ 8,是完全可以实现例 2 中的切换控制 C s , 最终参数

和结果如图 3( a, c)所示.

由(6)可知, r 1 决定状态发散的速度(可用最大 Lyapunov

指数衡量) , RC 决定混沌信号的频带范围.此外, 吸引子形状

的杂乱程度决定着频谱的复杂程度, 而本方法可以在平面上
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设计出任意复杂吸引子,参考文献[ 2, 3]可认为是本方法的特

例.所以, 这些基本性能指标在设计时可以得到充分考虑.

与同样是双螺旋的 Chua电路相比, 不但例 2 的最大 Lya�

punov指数 0. 50大于 Chua电路的 0. 34, 而且在设计上也要明

显简单直接一些.

4 � 结论

� � 本文提出了一种二维混沌电路的设计的新思路, 简单有

效,并且易于推广到高维空间中去. 利用该方法, 可以设计出

完全利用线性器件(电阻、电容、运放)来实现的混沌电路, 所

以实现起来成本低、易于集成化. 该方法最大优点是理论与实

践结合紧密,有较强的设计灵活性(参数选择的自主性高) ,有

利于满足各种不同的实际需求等.
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