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摘 要: 框架理论是研究信号采样特别是非均匀采样问题的一个重要工具, 基于框架理论的 Gabor 展开是在时

频混合空间描述信号的非正交展开,而Weyl Heisenberg框架理论是 Gabor展开的理论基础, 它描述了信号在时频平面

的局部性质与特点,在信号的短时 Fourier 变换( STFT )、Gabor 展开中起到非常重要的作用. 本文探讨了W H 框架在线

性正则变换下的特点,得到了在时域和线性正则变换域联合空间中信号的展开形式,为在线性正则变换域中讨论信号

的展开和非均匀采样问题打下了良好的理论基础.
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Abstract: The frame theory is one of the fundamental tools in study the sampling questions, epically for non uniform sam

pling questions, in signal pro cessing community. Weyl Heisenberg frames are foundation of Gabor transform, Short time Fourier

transform, and proved to be important too ls in time frequency signal processing, it gives a signal s local properties by using these

frames to present a signal. Extensions of these frames are obtained in the linear canonical transform domains from the frames in the

time frequency domain, properties of frames in linear canonical transform domains are also derived.
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1 引言

W H( Weyl Heisenberg) 框架理论是信号处理中的

Gabor展开、短时 Fourier 变换的理论基础, 它描述了信

号在时频混合空间中的信号非正交展开,基于框架理论

的短时 Fourier变换在信号处理中得到了广泛的应用,

在信号基于框架理论的非正交展开中所包含的冗余信

息可以进一步的用来进行信息的隐藏、压缩等处理.基

于框架理论的信号分解还可以得到信号在时频平面的

局部结构和信息,同时随着小波理论的发展和完展,基

于W- H框架理论原理而提出的小波框架理论,在信号

处理中也得到了迅速的应用和发展[ 1~ 6] .

同时,随着对信号研究工具要求的不断提高, 当需

要知道信号的频谱随时间变化的情况时,传统的频谱分

析方法已经不能适应这种要求,在这种情况下发展起来

的时频联合域分析方法, 如时频分布 ( t ime - frequency

distribution)、小波变换 ( wavelets transform )
[ 1]
、分数阶

Fourier变换 ( FRFT: fractional Fourier transform) [ 7, 8]以及线

性正则变换( LCT: Linear canonical transform)
[ 8, 9]
等.但是,

现有的关于信号的混合域展开大都集中在信号的时域

和频域[ 4~ 6]来讨论,关于信号在时域和其它的空域联合

空间中信号的框架表示以及框架理论的研究就比较少

见[ 2, 3] .因此非常有必要来研究时频域中的框架理论在

其它联合域中的特点和性质,从而可以进一步的应用这

些理论来研究基于时空联合域的信号特别是非平稳信

号处理问题.

本文主要研究时频混合空间中的 W- H 框架在线

性正则变换下的特点,得到了在线性正则变换域框架表

示,为今后进一步的研究线性正则变换域的均匀、非均

匀采样问题打下了良好的理论基础.

2 预备知识

2 1 W H框架

定义 1 一个时频平面的时频平移{ g q, p ( t ) } ( p , q ) Z
2集
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合称为是一个 WH 框架的充要条件是, 对于任意的

f ( t) = L 2( R),以下关系式成立

A  f  2 ! ∀
+ #

q= - #
∀
+ #

p= - #
∃f , gp , q%|

2 ! B f  2
( 1)

其中, gq , p ( t) = g( t- q c ) ejpt d , 0< A , B< # 分别称为
此框架的上下界, c , d> 0分别表示时间频率尺度上

的平移步长.

定义 2 如果 { gq, p ( t ) } ( p , q) Z
2构成一个WH 框架,定

义{  g q, p ( t ) = S - 1g q, p ( t ) } ( q, p) Z
2为原来框架的对偶框

架,其中对于任意的 f ( t ) L 2( R) ,框架算子 S 满足

Sf ( t ) = ∀
+ #

q= - #
∀
+ #

p= - #

∃f ( t) , gq, p ( t )%g q, p ( t ) ( 2)

并且有以下关系式成立

f ( t ) = ∀
+ #

q= - #
∀
+ #

p= - #

∃f , g q, p% g q, p ( t ) ( 3)

关于W H框架理论的及其有关在非均匀采样信号

处理中的应用特点可以参看[ 1, 10] ,基于小波变换的小波

框架理论可以参考[ 1] .

2 2 线性正则变换( LCT)

信号 f ( t )的以参数为矩阵 A=
a b

c d
的线性正

则变换 LCT定义为

LA[ f ] ( u) =
&

+ #

- #
f ( t) KA( t, u) dt b ∋ 0

d exp j
cd
2
u
2

f ( du) b= 0

( 4)

其中,

KA( u , t ) =
1

j2 b
exp j

d
2b

u 2- j
1
b
ut+ j

a
2b

t2 ,

A 表示 LCT变换的参数矩阵,并且满足关系式| A | =

ad- bc= 1.

线性正则变换 ( LCT)满足其参数矩阵之间的可加

性关系,即

LA
1
( LA

2
[ f ( t) ] ) = LA

1
A
2
[ f ( t ) ] ( 5)

由此可以得到线性正则变换的逆变换就是以原变

换的参数矩阵的逆矩阵为变换参数矩阵的变换, 即如

下关系式成立:

LA
- 1( LA[ f ( t ) ] ) = LA

- 1
A[ f ( t ) ] = f ( t) ( 6)

由文献[8]的结论可以知线性正则变换是酉变换,

也即其变换核满足以下关系

K- 1
A ( u , t ) = KA

- 1( u, t ) = K*
A ( t, u) ( 7)

与Fourier变换一样, 线性正则变换也可以看作一

个系统或者是一种形式的变换,在这种情况下, LCT 给

了我们信号在(另一个域)中的表示.同时,现有的在信

号处理领域中应用较广泛的线性变换, 如 FT、FRFT、

Fresnel变换、尺度变换等都可以看作是 LCT 的特殊情

况[ 11] ,在这个意义上可以说 LCT是一些传统线性变换

的推广,关于 LCT 的性质及其应用可以参看[ 8, 11 ] , 最近

的关于线性正则变换域的卷积性质及其应用参看文献

[ 9] .

2 3 无量纲化处理

无论是 Fourier变换还是最近提出的 FRFT 和 LCT,

它们都是把一个域中的信号表示变换到另外一个域

中,所以在分析与计算时, 为了进行一些比较和处理需

要对这两个域中的关系进行无量纲化处理[ 7, 8 ] .例如在

分析 FRFT的时频分析时,要考虑 FRFT 的时频分布,就

要用到时间量纲和频率量纲的加减.为了在量纲上保

持一致和对结果进行更好的解释, 我们引入无量纲化

的概念.

假设信号 f ( t )在时间域, 而经过 LCT 后把信号

f ( t )变换到 u 域,下面考虑时频平面上的点( t , w)和经

LCT后的时间与 u 平面上点( tA, uA)的关系,由文献[ 8]

可以知道,任意经过 LCT 变换以后新的点( tA, uA)与时

频平面上的点( t , w)之间的关系为

t= atA+ buA

w= ctA+ duA
( 8)

定义无量纲化尺度为 s = c/ d ,时间域 LCT 域

中的矩阵网格点列 ( q c, p d)与时频平面上的点列

[ l ( q , p ) u, k( q, p ) v ]之间的关系有以下的引理.

引理 1 在线性正则变换域中的矩阵网格点列

( q c , p d) ,通过线性正则变换的作用可以映射到时

频平面的点阵( l ( q , p ) u , k( q, p ) v ) ,

其中 u=
a
p
+

b

qs
2 d, v =

c
p
+

d

qs
2 c , l ( q, p ) =

pqs2 , k ( q, p) = pq; u , v R+ , l( q, p ) , k( q, p ) Z

证明 由( 8)线性正则变换域中的点 ( tA, uA)映射

到时频平面为

t= atA+ buA

w= ctA+ duA

把( tA, uA) = ( q c , p d)带入上式并经过无量纲化处

理 s2=
c
d
, s Z+ ,得到

t= ( aqs2+ bp ) d= pqs2
a

p
+

b

qs
2 d

w= ( cqs2+ dp )
c

s2
= pq

c
p
+

d

qs2
c

令 u=
a
p
+

b

qs2
d; v=

c
p

+
d

qs2
c ; u, v R+

即 tA- uA 域中的点阵格子 ( q c, p d ) ,其可以表

示为时频空间中点阵[ l ( q , p ) u , k( q, p ) v ] .

3 主要结论

引理 1 给出了线性正则变换域下的矩形点阵格子
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与时频空间中的点阵之间的对应关系,本节我们探讨

任何时频空间的WH 框架在线性正则变换下的特点,

也就说在线性正则变换下W H框架能否构成时间域和

域混合空间的框架.通过下面的分析我们知道, 在线性

正则变换的条件下,上述W H框架还能构成一个框架,

并且保持框架界不变.

引理 2 设信号 f ( t ) g( t) L
2
( R ), 令 LA[ f ] ( u) ,

LA[ g ] ( u)分别表示信号 f ( t ) , g( t)的以参数矩阵为 A

=
a b

c d
的线性正则变换,则以下结论成立

∃f ( t ) , g( t )%= ∃LA[ f ] ( u) , LA[ g ] ( u)% ( 9)

其中∃∗, ∗%表示 L 2( R)空间中的内积.

证明 因为线性正则变换是酉变换, 也就是说 LA

是一个酉算子,所以

∃LA[ f ] ( u) , LA[ g ] ( u)%= ∃f , L
- 1
A ( LA) ( u)%= ∃f , g%

( 10)

引理得证,并且当信号时 f ( t ) = g( t )有

 LA[ f ( t ) ] ( u)  =  f  ( 11)

由此可以知道, 线性正则变换保持内积和范数的

不变性.其实,由文献[ 8]中的性质可以得到,线性正则

变换可以保持面积不变.

引理 3 设 g q, p ( t ) = g( t- q c) e jtp d , c, d> 0

gA( u) = ( LAg) ( u) , 则 gq , p ( t )的线性正则变换可以表

示为

[ LAgq, p ( t ) ] ( u) = e j gA , l , k ( u) ( 12)

其中

 = -
ac
2
( q c )2- bc( p d) ( q c ) -

bd
2
( p d)2

gA , l, k ( u) = gA[ u- l ( q, p ) u] ejk( q, p ) vu

证明 因为

LA( gq, p( t) ) ( u)=&
+ #

- #
K A( u, t) gq, p ( t )dt

=
1

j2 b
ej

d
2b
u
2

&
+ #

- #
e- j

1
b
ut+ jpt d+ j

a
2b
t
2

g( t - q c)dt

=
1

j2 b
ej

d
2b
u
2

&
+ #

- #
e- j

1
b
ux - j

q
b
u c+ jp dx + jp dq c+ j

a
2b

( x
2
+ 2xq c+ ( q c )

2
)

∗g (x )dx

= e- j
ac
2
( q c )

2
- jbc (p d ) ( q c) - j

bd
2
( p d)

2

gA[ u- l( q, p ) u] ejk( q, p) vu

= ej gA, l, k( u) .

我们以一个定理的形式给出本文的一个主要结

论.

定理 1 若 { gq, p ( t )} ( p, q) Z
2构成一个 WH 框架,

并且框 架 界分 别 为 A , B, 其对 偶 框 架 表示 为

{  gq , p ( t) } ( p , q) Z
2 ,则有以下结论成立

(1)对于线性正则变换的每个固定的参数矩阵 A=

a b

c d
来说, { gA , l, k ( u)} ( l, k) Z

2构成线性正则变换域

的一个框架.

( 2) { gA , l, k( u) } ( l, k) Z
2的对偶框架可以表示为

{  gA , l , k ( u) } ( l, k) Z
2

证明 ( 1)定义 fA( u) = ( LAf ) ( u) , gA, l, k ( u) = gA ( u-

l u) e jk vu因为 { gq, p ( t ) } ( p , q) Z
2是框架界分别为 A , B

的一个框架, 则由框架的定义可以知道对于任意的

f ( t ) L 2( R) ,有

A  f  2 ! ∀
+ #

q= - #
∀
+ #

p= - #

| f , gp , q|
! B  f  2 ( 13)

其中

∃f , gq, p%=&
+ #

- #
f ( t ) g * ( t- q c) e- jp dtdt ( 14)

由引理 2,对式( 14)左边做线性正则变换,可以得到

∃f , g q, p%= ∃( LAf ) ( u) , ( LAg q, p ) ( u)%
= ∃f A( u) , ( LAg q, p ) ( u)% ( 15)

由引理 3 可知道 ( LAg q, p ) ( u)与 gA, l, k ( u) = gA ( u -

l u) e jk vu之间的关系为[ LAg q, p ( t ) ] ( u) = ej gA , l , k ( u) ,

所以式( 15)变为

∃f , g q, p%= ∃( LAf ) ( u) , ( LAg q, p ) ( u)%

= ∃f A( u) , e
j gA, l, k ( u)%

又因为  LA[ f ( t ) ] ( u)  =  fA  =  f  

代入框架的定义式并重新定义指标集合 { { l ( q, p ) ,

k( q, p ) , l L , k K} }可以得到

A  f  2 ! ∀
k K
∀
l L

∃f A, e
j gA, l, k%

2 ! B  f  2

即

A  fA  
2 ! ∀

k K
∀
l L

∃fA, e
j gA, l, k%

2 ! B  fA  
2

所以,由框架的定义可以知道 { gA , l, k ( u) } ( l, k ) Z
2构成

线性正则变换域的一个框架;

( 2)因为  g q, p ( t )是框架 gq, p ( t )的对偶框架,即对

于任意的信号 f ( t ) L 2( R)都有

f ( t) = ∀
+ #

q= - #
∀
+ #

p= - #
∃f , gq , p% g q, p ( t )

对上式两边进行线性正则变换可以得到

LA[ f ( t ) ] ( u) = ∀
+ #

q= - #
∀
+ #

p= - #
∃f , gq , p%LA[  gq , p ( t) ] ( u)

= ∀
l L
∀
k K

∃fA, e
j gA, l, k ( u)%e

j  gA, l, k ( u)

即 fA( u) = ∀
l L
∀
k K

∃fA, gA , l, k% gA, l, k( u)

成立,所 { gA, l, k ( u) } ( l, k) Z
2以的对偶框架可以表示为

{  gA, l, k ( u) } ( l, k) Z
2的形式.

4 结论

本文在研究 WH框架以及基本理论的基础上, 给

出了线性正则变换域中的框架的形式,得到了W H框

架在线性正则变换下的特点, 证明了在 L 2( R)空间中
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的时频域中的框架在经过线性正则变换以后还是一个

框架,并且保持原来框架的框架界不变. 为今后在线性

正则变换域下研究信号的局部展开以及基于框架理论

的均匀、非均匀采样问题奠定了良好的理论基础.
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