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� � 摘 � 要: � 针对一类输出函数具有多个极值点的极值搜索对象, 当采用传统极值搜索算法时, 系统的输出值将无

法准确和平滑地收敛至全局极值点的问题,提出了一种利用基于混沌退火的参数扰动递归神经网络构建极值搜索算

法的新方法.利用混沌的遍历性以及参数扰动策略 ,该极值搜索算法可使系统输出值在混沌退火和参数扰动的粗搜索

中运动至它的全局极值点附近;然后利用递归神经网络的精搜索使之能够平滑和准确地收敛至全局极值点. 同时, 详

细分析了此方法的收敛性条件、解的最优性条件以及全局极值搜索的能力,仿真结果验证了这种分阶段的搜索方法有

助于提高极值搜索算法的全局极值搜索能力.
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Abstract: � The application of the traditional extremum seeking algorithm ( ESA ) to an extremum seeking system ( ESS) with

multivalued output function can result in that the output of the controlled plant can� t precisely and smoothly converge to its global

extremum. Therefore, a novel ESA based on chaotic annealing recurrent neural network with parameter disturbances ( CARNNPD) is

propo sed for ESS to solve this problem. Utilizing the ergodicity property of chao s and the strateg y of parameter disturbances, the

coarse search based on chaotic annealing and parameter disturbances will make the output of ESS move to the neighborhood of its

global extremum. Then the elaborate search based on recurrent neural network can guarantee the output of ESS precisely and

smoothly converge to the global extremum. Moreover, the conditions for asymptotic convergence, solution optimality and global con�

vergence capability of the propo sed ESA are derived. Simulation results validate that this design helps to improve the global search�
ing capability of ESA .
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1 � 引言

� � 极值搜索算法是二十世纪中期发展的一种自适应

控制方法,其出现为解决极值搜索系统的控制问题提供

了一条有效途径.极值搜索系统是一类广泛存在于工业

生产和军事应用领域的实际系统,例如汽车刹车控制系

统、飞机的紧密编队飞行控制、压缩机控制系统等[ 1~ 3] .

然而,在传统的极值搜索算法设计中,采用正弦信号或

者滑模调节模块作为搜索激励装置的方法[ 4, 5] ,无法使

系统输出准确收敛至输出函数的极值点,导致在极值点

附近的抖动;且对于具有多个极值点的极值搜索系统,

这些方法不能保证系统的输出收敛至输出函数的全局

极值点.

针对现有极值搜索算法存在的缺陷,考虑到混沌的

遍历性[ 6, 7]和参数扰动策略[ 8, 9] ,本文提出了一种基于

混沌退火的参数扰动递归神经网络的极值搜索算法.此
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方法摈弃了传统极值搜索算法中使用的搜索激励装

置,首先将极值搜索控制问题转化为求解极值搜索系

统的输出函数中斜率为零的极值点, 然后构造基于混

沌退火的参数扰动递归神经网络,应用此神经网络优

化极值搜索算法可以保证极值搜索系统的输出准确收

敛至输出函数的全局极值点,而且状态变量和输出值

始终不会产生抖动现象.这种极值搜索算法由三个不

同的搜索阶段组成,搜索的初始阶段属于混沌退火搜

索,利用 Lorenz模型产生混沌扰动, 并直接将其引入递

归神经网络, 通过不断衰减混沌扰动的幅度与混沌扰

动的接受概率来实现混沌退火的搜索过程; 搜索的中

间阶段属于参数扰动搜索,利用参数扰动策略, 使递归

神经网络暂时摆脱初始搜索阶段的收敛点的吸引,从

而验证初始的收敛点是否为全局极值点. 通过参数扰

动因子的逐渐减小,使搜索过程进入最终阶段; 搜索的

最终阶段属于递归神经网络的精搜索,利用递归神经

网络自身的收敛性使系统输出准确地收敛至输出函数

的全局极值点.其中, 混沌退火和参数扰动阶段都称为

粗搜索阶段;递归神经网络收敛阶段称为精搜索阶段.

同时,文中还详细推导了此方法的收敛性条件、解的最

优性条件,以及其全局极值搜索的能力. 仿真结果验证

了这种分阶段的搜索过程有利于提高极值搜索算法的

全局极值搜索能力.

2 � 问题阐述

� � 考虑一类极值搜索被控对象,如下式所示.

�x= f ( x ( t) , u( t) )
y= F( x( t ) )

( 1)

式中, x  Rn , u  Rm 和y  R 分别为系统的状态向量,

控制向量和输出值. f ( x ( t ) , u( t ) )是系统的状态方程,

F( x ( t ) )是系统的输出函数.

评注 1 � 在传统极值搜索算法中, F( x ( t ) )只能具
有一个极值点,因为一旦 F ( x ( t ) )具有多个极值点时,

这些方法不能保证系统的输出值收敛至 F( x ( t ) )的全

局极值点. 然而, 本文研究的极值搜索被控对象中

F( x ( t ) )可具有多个极值点.

针对被控对象式(1) ,存在如下假设
[ 4, 5]

:

假设 1 � 当极值搜索被控对象式( 1)采用控制律 u

= �( x, �)时,存在光滑函数 l : Rm !Rn ,使得
f ( x, �( x , �) ) = 0  x= l( �) ( 2)

式中, �= [ �1, �2 , ∀, �m]
T  Rm 为搜索向量.

将式(2)代入到输出函数 y= F( x) ,可得

y= ( F � l ) ( �)
其中, y= ( F� l) ( �)也被称为系统的代价函数.

假设 2 � 对于任意的搜索向量 �,函数 x= l ( �)是

局部渐近稳定.

假设 3 � 至少存在一组极值搜索向量 �* = [ �*1 ,

�*
2 , ∀, �*m ]

T  Rm ,使得

!( F � l ) ( �* )

!�i
= 0 , i= 1, 2, ∀, m

同时

! 2( F � l ) ( �* )

!�2i
< 0或者

!2( F � l ) ( �* )

!�2i
> 0

假设 4 � 搜索向量 �与被控对象式 ( 1)的状态变

量 x 满足时标分离条件.

评注 2 � 在实际的极值搜索系统中, 由于搜索向
量 �的变化要比被控对象状态变量的变化慢得多, 因

此当 �变化时,被控对象式 (1)在跟踪平衡状态过程中

的动态变化是可以被忽略的.

对函数 y= ( F � l) ( �)两端求微分,可得
!( �)#��( t) = �y ( t ) ( 3)

式中,

! ( �) = ! ( F � l ) ( �)
!�1

,
! ( F � l )( �)
!�2

, ∀, !( F� l) ( �)!�m
.

在极值搜索系统的控制中,要求被控对象的输出

值 y 收敛于其极值点 y
*
, 那么也即是要求搜索向量 �

必须收敛于其极值向量�* ,从而才能满足 y * = ( F � l )
( �* ) .一旦搜索向量 �收敛于向量 �* 处,那么输出函

数对于 �各分量的偏导数绝对值 ! ( �) 都将收敛于
零.本文提出利用基于混沌退火的参数扰动递归神经

网络优化极值搜索算法的目的就是使 !( �) 在最短的
时间内收敛于零向量,当然这一优化过程必须受到式

( 3)的约束.

综上所述,极值搜索控制问题可转化为

最小化目标: !T ( �)
约 束 条 件: ! ( �)#��( t ) = �y ( t)

( 4)

� � 进一步,上式可变化成如下求解形式
最小化目标: g1(  ) = cT  

约 束 条 件: p 1(  ) = M - b= 0
( 5)

式中,  =

!T ( �)
!T ( �)
��( t ) 3m∃ 1

, c=

01∃ m

11∃ m

01∃ m

T

,

M=

11∃ m - sign(! ( �) ) 01∃ m

��T( t ) 01∃ m 01∃ m

01∃ m 01∃ m !( �)
,

b=

0

�y ( t)
�y ( t)

,定义 sign( !) =

1 , !> 0

0 , != 0

- 1 , !< 0

.

根据对偶原理,极值搜索问题式( 5)存在如下的对

偶形式

最大化目标: g2( ∀) = bT ∀

约 束 条 件: p 2( ∀) = M
T ∀- c= 0

( 6)
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式中, ∀= ∀1 ∀2 ∀3
T

3∃ 1为  的对偶变量.

通过上述分析, 一个极值搜索系统的极值搜索问

题转化为:在满足式( 5)和式 ( 6)的约束条件下,应用所

设计的基于混沌退火的参数扰动递归神经网络使得

g 1(  )和 g2( ∀)最优化的问题.基于混沌退火的参数扰

动递归神经网络极值搜索系统的结构图如图 1所示.

3 � 具有参数扰动的递归神经网络极值搜索算法的
设计及分析

� � 基于混沌退火的参数扰动递归神经网络极值搜索

算法分为两步设计,首先针对单峰值的输出函数,设计

具有参数扰动的递归神经网络极值搜索算法, 确保系

统的输出收敛至输出函数的极值点; 然后针对多极值

的输出函数, 在已设计的具有参数扰动的递归神经网

络极值搜索算法的基础上引入混沌退火过程, 实现基

于混沌退火的参数扰动递归神经网络的设计.

3�1 � 参数扰动递归神经网络的设计
参数扰动递归神经网络的能量函数设计为

E(  , ∀) =
1

2
D( t ) ( g 1(  ) - g 2( ∀) )

T( g1(  ) - g 2( ∀) )

+
1
2

p 1(  )
2
+

1
2

p 2( ∀)
2

( 7)

式中, D( t )为扰动参数,其数学形式为 D( t ) = #∃- %t或

D( t ) = #(1+ t )
- %
,其中 ∃> 1, #> 0和 %> 0为可调参

数.

显然,在 D( t )的两种数学形式中, D ( t)都是非负

的单调递减函数,且lim
t ! %
D( t ) = 0.

参数扰动递归神经网络的内部动态方程定义为沿

能量函数式( 7)的梯度负方向,令 u1 , u2分别表示神经

元的内部状态变量,则有

du1

dt
= - &

!E(  , ∀)
!  

= - & D( t ) c( cT  - bT ∀) + MT (M - b ) ( 8)

du2

dt
= - &

!E(  , ∀)
! ∀

= - & - D( t ) b( cT - bT ∀) + M(M T ∀- c ) ( 9)

 = q ( u1) ( 10)

∀= q ( u2) ( 11)

式中, &为正的比例系数, u1 和 u2 分别是对应于  和

∀的同维向量, q(#)为 S 型的激活函数,其形式为

 = q( u1) =
1

1+ exp( - u1/ ∋1)
- 0. 5和

∀= q ( u2) =
1

1+ exp( - u2/ ∋2)
- 0. 5,

且 ∋1> 0, ∋2> 0.

由式( 8) ~ (11)构成参数扰动递归神经网络的结构

形式.通过调节系数 &的大小,可以改变神经网络的权

连接矩阵和阈值向量.

3�2� 参数扰动递归神经网络的收敛性与解的最优
性分析

为了叙述的简洁,定义 ∀ 和 #∀为参数扰动递归神
经网络输出  和 ∀的稳定解,  * 和 ∀* 为  和 ∀的最

优解,此时由式( 5)和式(6)所描述的极值问题是单峰极

值问题. 同时, 令 G1(  ) = gT
1(  ) gT

1(  ) gT
1(  )

T

与 G2( ∀) = gT
2( ∀) gT

2( ∀) gT
2( ∀)

T
分别为 g1(  )

和 g 2( ∀)的扩展向量.

假设 5 � Jacobian 矩阵 J q( u1) 和 J q( u2) 都

是半正定的矩阵.

定理1 � 如果假设 5成立,且选用给定形式的扰动

参数 D( t )时,由式( 8) ~ ( 11)所示的参数扰动递归神经

网络的输出向量  和 ∀渐近收敛于稳定解 ∀ 和 #∀, 并
且 ∀ 和 #∀一定是满足( 5)式和( 6)式的可行性解.

通过选取 Lyapunov函数 L( t) = E(  , ∀, t ) ,可以证

明定理 1.由于篇幅的限制,在此省略定理 1的详细证

明过程.

定理2 � 如果假设 5成立,对于任意的时间 t &0,

存在 ∃ g1(  ) ∋ 0 和 ∃ g 2( ∀) ∋ 0 ( ∃ g 1(  )和 ∃ g 2( ∀)

分别为 g 1(  )和 g2( ∀)对应于  和 ∀的偏导数 ); 当选

用给定形式的 D( t )时, 且满足 D ( t ) &max{ 0, N 1/ M 1,

N 2/ M2} ,其中,

N 1= ( ∃ pT
1(  ) - ∃ GT

1(  ) ) J q( u1)
!p 1(  )
!  p 1(  ) ,

M 1= ( ∃ GT
1(  ) - ∃ pT

1(  ) ) J q( u1)
!g 1(  )
!  

#( g 1(  )- g 2( ∀) ) ,

N2= ( ∃ pT
2( ∀) - ∃ GT

2( ∀) ) J q( u2)
!p 2( ∀)
! ∀ p 2( ∀) ,

M 2= ( ∃ GT
2( ∀) - ∃ pT

2( ∀) ) J q ( u2)
!g 2( ∀)
! ∀

#( g 1(  )- g 2( ∀) ) ,

那么,参数扰动递归神经网络输出的稳定解 ∀ 和 #∀一
定是满足式( 5)和式(6)的最优解.

证明 � 首先,对于扰动参数 D( t)存在
D( t ) &N 1/ M 1

那么,上式意味着
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&D( t ) ( ∃ GT
1(  ) - ∃ p T

1 (  ) ) J q( u1)
!g 1(  )
!  ( g 1(  )

- g 2( ∀) ) &&( ∃ pT
1(  ) - ∃ GT

1(  ) ) J q( u1)
!p 1(  )
!  

#p 1(  )

经过不等式变形,并结合式( 8) ,可得

∃ GT
1(  ) J q( u1)

du1( t )

dt
( ∃ pT

1(  ) J q ( u1)
du1( t)

d t

由于
d 
dt

= J q( u1)
du1

dt
和

dG1(  )
dt

= ∃ GT
1(  )

d 
dt
,

将其代入上述不等式,则可得

dG1(  ( t ) )
dt

(
dp 1(  ( t ) )

dt

此不等式意味着, 对于任意的时间 t) ( t∗, 存在

G1(  ( t∗) ) - G1(  ( t)) ) ( p 1(  ( t∗) ) - p 1(  ( t)) ) .考虑

到当 t= t * 时,  取得最优值  * ,从而可得

G1(  ( % ) ) - G1(  ( t * ) ) ( p 1(  ( % ) ) - p 1(  ( t* ) )

% G1( ∀ ) - G1(  
*
) ( p 1( ∀ ) - p 1(  

*
)

又根据定理 1,可知 p 1(∀ ) = p 1(  
* ) = 0,将其代入

上式则有

G1( ∀ ) ( G1(  * ) % g 1( ∀ ) ( g 1(  * ) ( 12)

� � 另一方面,在式( 5)和式 ( 6)构成的单峰值问题中,
 * = arg min

  V
^
g1(  ) ( V

^
表示  的所有可行解的集合)一定

是它的全局最小值,根据  * 是全局最小值的定义,则有

g1( ∀ ) &g1(  
* ) ( 13)

� � 综合考虑不等式(12)和不等式(13) ,最终可得

g 1( ∀ ) = g1(  
* ) = min

  V
^
g1(  )

同理,针对不等式 D( t) &N 2/ M2 ,可得

g 2( #∀) = g 2( ∀
* ) = max

∀  U
^
g 2( ∀)

式中, U
^
表示 ∀的所有可行解的集合.证毕.

评注 3 � 定理 2给出了扰动参数 D( t )的一个下界

条件,适当调节 D( t)的取值可满足此条件.

通过上述推导证明: 若设计的参数扰动递归神经

网络满足定理1 和定理2的条件,那么其输出向量  和

∀必定准确地收敛至最优解  * 和 ∀* , 从而使得搜索

向量 �也收敛至极值�* 处.

4 � 基于混沌退火的参数扰动递归神经网络极值搜
索算法设计及分析

4�1 � 基于混沌退火的参数扰动递归神经网络设计
如果由式(5)和式 ( 6)所描述的极值问题不再是单

峰值问题,而是存在多个极值点的情况, 为了最终得到

全局极值解, 本文在上述参数扰动递归神经网络的基

础上,引入混沌退火过程,利用混沌的遍历性, 提高神

经网络的全局搜索能力.基于混沌退火的参数扰动递

归神经网络如下.

du1

d t
=

- & D1( t )
!g1(  )
!  ( g 1(  ) - g 2( ∀) ) +

!p 1(  )
!  p 1(  )

� + (1( )1( ∗1- +1) + +1) � � � � � randnum< P1( t)

- & D2( t )
!g1(  )
!  ( g 1(  ) - g 2( ∀) ) +

!p 1(  )
!  p 1(  )

� � � � � � � � � � � � � � � � otherwise

( 14)

du2

d t
=

- & - D1( t)
!g 2( ∀)
! ∀ ( g1(  ) - g2( ∀) ) +

!p2( ∀)
! ∀ p 2( ∀)

� + (2( )2( ∗2- +2) + +2) � � � � � randnum< P2( t )

- & - D2( t)
!g 2( ∀)
! ∀ ( g1(  ) - g2( ∀) ) +

!p2( ∀)
! ∀ p 2( ∀)

� � � � � � � � � � � � � � � � otherwise

( 15)

D1( t ) = #1∃- %1 t1 ( 16)

D2( t ) = #2∃
- %

2
t

2 ( 17)

 = q( u1) =
1

1+ exp( - u1/ ∋1)
- 0. 5 ( 18)

∀= q( u2) =
1

1+ exp( - u2/ ∋2)
- 0. 5 ( 19)

d (i ( t )
d t

=
- , , (i ( t ) > 0

0 , otherwise
, i= 1, 2 ( 20)

P1( t ) = exp( -  )/ ( KBT ) ) ( 21)

P2( t ) = exp(- ∀)/ ( KBT ) ) ( 22)

d)1

dt
= aa( ) 2- )1)

d)2

dt
= bb)1- )2- )1 )3

d)3

dt
= )1 )2- cc)3

( 23)

T= T 0/ ln( 2+ t ) ( 24)

式中, P i ( t ) , i= 1, 2为混沌噪声的接受概率,其中  )=
d  / d t, ∀)= d ∀/ dt , KB 为 Boltzmann 常数, T 为退火温

度, T 0 为初始的退火温度; randnum为在 [ ra , 1] 之间的

随机数, r∃  [ 0, 1]为最低置信度; (i ( t )为混沌噪声的
影响系数, , ( 0 < , < 1 ) 为 (i ( t ) 的衰减 因子;

∋1> 0和 ∋2> 0为输出向量  和 ∀的增益系数; 式( 23)

为 Lorenz模型映射,它是基于混沌退火的参数扰动递归

神经网络中混沌退火产生的机制, [ ∗1, +1]和[ ∗2, +2]为

混沌状态 )1( t)和 )2( t)的运动范围.

评注4 � 随着时间的递增,一旦 Pi ( t )减小至最低
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置信度 ra 时,由式( 14) ~ 式( 24)所构建的基于混沌退

火的参数扰动递归神经网络就进化为由( 8) ~ ( 11)式所

定义的参数扰动递归神经网络.

4�2 � 基于混沌退火的参数扰动递归神经网络的全
局收敛性分析

根据非平稳马尔科夫链的定义[ 10]可知: 基于混沌

退火的参数扰动递归神经网络极值搜索算法属于一种

非平稳马尔科夫链算法,而每一种非平稳马尔科夫链

都可用一个有向图 G表示.

引理 1
[ 10] � 令 Sm= i  V| J

^
( j ) ( J

^
( i ) , &j  N i

( V 为有向图G 中所有状态构成的顶点集, N i 为状态 i

邻域中的状态总数)为状态空间中目标函数的局部极

值点集, J
^
( i )和 J

^
( j )为目标函数的值,运用非平稳马尔

科夫链算法搜索 Sm中的全局最优解,其中有相图 G对

应于此非平稳马尔科夫链算法,若选取退火温度 T 满

足T> 0和 lim
t! %
T= 0,且存在时间 tk 使得

+
%

t
k

exp -
rL
T

d t = % ( 25)

成立,式中 r = min
i  V- Sm

max
j  V

rad( i, j )为有向图 G 的半径,

rad( i, j )为有向图 G 中由顶点 i 到达顶点 j 的最少边

数, L= max
i  V

max
j  Ni

J
^
( i ) - J

^
( j ) .

此非平稳马尔科夫链算法是强遍历的,即是与此非平

稳马尔科夫链算法相对应的退火算法将以概率 1 收敛

于优化问题的全局最优解.

令有向图 ∀G 对应于基于混沌退火的参数扰动递归
神经网络极值搜索算法,半径 ∋r 和∀L 为有向图∀G 中的相
关参数.则有如下定理.

定理 3 � 令 ∀Sm= i  V| F( j ) ( F( i ) , &j  N i 为

状态空间中目标函数的所有极值点集, F( i )和 F( j )都

为此目标函数的值,运用基于混沌退火的参数扰动递

归神经网络极值搜索算法搜索 ∀Sm 中的全局最优解,若
退火温度 T 式( 24)满足 T 0 &∋r∀L 时,则此极值搜索算法
是强遍历的, 即基于混沌退火的参数扰动递归神经网

络极值搜索算法以概率 1收敛至式( 5)和式( 6)极值问

题的全局最优解.

证明 � 根据退火温度 T 的定义式 ( 24) ,可知 T>

0,且有 lim
t ! %
T= 0,同时将式( 24)代入式( 25) ,可得

+
%

t
k

exp -
∋r∀L
T

d t =+
%

t
k

exp -
∋r∀L
T 0

# ln( 2+ t ) dt

� � � � � � � � � � &+
%

t
k

1

2+ t
dt

= ln( 2+ t) | %
t
k
= % ( 26)

根据引理 1,即可得到定理 3的结论.证毕.

评注 5 � 定理 3证明的是一种理想的情况,在实际

系统中,极值搜索算法所对应的有向图 ∀G 的半径∋r 和∀L
都是必然存在的,可能针对不同的问题确定 ∋r 和∀L 的方
法存在差异.

5 � 仿真分析

� � 针对如下无动态极值搜索被控对象

y=
sin2 x21+ x

2
2- 0. 5

( 1+ 0. 001( x 2
1+ x22))

2- 0. 5, x i ( 10, i= 1, 2

( 27)

� � 由于此被控对象没有动态变化过程, 则可直接定

义 x1= �1 , x 2= �2 ,运用基于混沌退火的参数扰动递归

神经网络极值搜索算法搜寻式( 27)的全局最小值.已知

当 x1= 0, x2= 0 时, 输出函数式 ( 27)存在全局最小值

y( 0, 0) = - 1,而且在此全局最小值附近存在无穷多个

局部极小值,因而使输出 y 准确地收敛于此全局最小

值处是非常困难的.

在基于混沌退火的参数扰动递归神经网络中, 设

计参数分别为:

&= 35, aa= 10, bb= 28, cc= 8/3, ra= 0. 1, T 0= 0. 5,

,= 0. 01, ∋1= 10, ∋2= 10, C= 1, )1(0) = 0. 912,

)2( 0) = 0. 551, )3(0) = 0. 5, D1( t ) = 0. 01e - 3 t,

D2( t ) = 0. 02e
- 5 t
, ∗1= ∗2= 0. 5, +1= +2= - 0. 5,

( 1( 0)= [ - 200 - 20 50 500 - 35 - 50] T,

( 2( 0) = [ 100 300 50] T. 同时,对比于文献 [ 9]中的优化

算法,仿真对比结果如图 2~ 4所示.
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� � 通过仿真结果可知,文献 [ 9]的方法无法收敛至输

出函数(27)的全局最小值,然而本文提出的方法在经过

几次搜索阶段后能够收敛至它的全局最小值. 进一步,

将 x 1, x 2  - 10, 10 区间上均匀分布的 50 组值分别

作为输出函数(27)的初始值,运用三种优化算法进行仿

真对比,如表 1所示.

表 1� 三种优化算法的仿真结果对比表

方法
运行 50次,收敛至全局

最优点的次数

运行 50次,所有收敛

结果的平均值

本文的算法 50 - 1. 0

文献[ 7]算法 33 - 0. 55

文献[ 9]算法 37 - 0. 61

6 � 结论

� � 本文提出了一种基于混沌退火的参数扰动递归神

经网络极值搜索算法, 利用混沌的遍历性和参数的扰

动策略,使得极值搜索算法具有更强的全局极值搜索

能力,同时也改善了极值搜索系统的动态性能, 增强了

系统的稳定性.此极值搜索算法不仅在极值搜索系统

中,而且在函数优化、组合优化等问题中都能有较好地

应用.
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